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RESUMEN

El comprender el comportamiento dinamico de una estructura, es parte esencial de un disefio de
ingenieria. Debido al fendmeno de resonancia (asociado a una frecuencia natural y una forma modal), una
estructura puede presentar problemas vibratorios y dafios estructurales. Por lo tanto, es necesario el
identificar estas frecuencias naturales y conocer como estas pueden afectar la respuesta de una estructura
debido a una fuerza excitadora. El procedimiento que ayuda a describir las propiedades dindmicas de una
estructura es conocido como Analisis Modal.

El presente trabajo, introduce a la Teoria Modal para un sistema forzado con amortiguamiento
viscoso, las técnicas de adquisicion de datos para Analisis Modal Experimental y el método Fraccion
Racional Polinémica (RFP) implementado en un programa computacional para Matlab, que identifica los
parametros modales de una estructura (frecuencias naturales, amortiguamientos y formas modales). Para
explorar las capacidades de identificacion del método RFP, se realizaron Funciones Respuestas de
Frecuencias (FRFs) simuladas con modos cercanos y modos acoplados. Ambas FRF fueron generadas sin
ruido para demostrar la exactitud del método y con ruido a modo de representar un modelo cercano a una
medicion experimental. Para ambos casos se obtuvieron resultados bastantes buenos si era sobre estimado
el nimero de modos presentes en el rango de frecuencias escogido alrededor de los modos de interés. El
método se aplicd ademds a mediciones experimentales realizadas con la técnica de impacto. Los
resultados obtenidos presentaron errores debidos principalmente a errores en los procedimientos de

adquisicion.



SUMMARY

Understanding the dynamic behavior of structures is very important for the engineering design.
Due to resonance phenomenon (natural frequency and mode shape) a structure can present structural
damages. Therefore it is necessary to identify these frequencies and know how they might affect the
response when a force excites the structure. The procedure that describe the dynamic properties of a
structure is known as Modal Analysis.

The present work introduces the modal theory to a forced system with viscous damping, the data
acquisition technique to experimental modal analysis and the Rational Fraction Polinomical (RFP) method
which was implemented in a computational program for Matlab, to identify the modal parameters of a
structure (natural frequencies, damping and mode shape). This method can also be used for identifying
poles, zeros and resonances of electro-mechanical-acoustic systems.

To explore the identification capabilities of the RFP method, Frequencies Response Function
(FRF) were simulated with close spaced modes and acoplated modes. Both FRF were generated without
noise to demonstrate the accuracy of the method and then with noise to represent a model closer to an
experimental measurement. For both cases very good results were obtained if the number of modes
present in the range of frequencies chosen around the modes of interest is overestimated.

The method was also applied to experimental measurements made with the impact method. The

results obtained presented errors because of bias in the acquisition procedure.



INTRODUCCION

El problema vibratorio es generalmente asociado con el fendmeno de resonancia. Una resonancia
ocurre cuando las fuerzas dindmicas de un proceso excitan las frecuencias naturales o modos de vibracion
de la estructura. Debido a éste fenomeno, la vibracion mecénica de los componentes de una estructura
puede causar en algunas ocasiones dafios estructurales. De esta forma, entender el fendmeno vibratorio es
parte esencial del disefio de cualquier estructura.

En nuestros dias es de gran uso el Método de Elementos Finitos (FEM) para el estudio de las
caracteristicas vibratorias de estructuras complejas. Sin embargo, para poder comprobar sus estimaciones
y validar el modelo analitico, es necesario establecer un modelo experimental del sistema ejecutando una
prueba vibratoria y el subsecuente andlisis de la informacion medida. Este proceso, incluyendo la
adquisicion de datos y el posterior analisis es conocido como Andlisis Modal Experimental.

El principal objetivo del analisis modal es obtener un modelo matematico de una estructura
determinado por sus parametros modales (frecuencias naturales, amortiguamientos y formas modales),
para todos los modos en un rango de frecuencias de interés, lo cual constituye la descripcion de las

propiedades dinamicas de una estructura.



OBJETIVOS

OBJETIVOS GENERALES

e Desarrollo y explicacion de la teoria modal.
e Proveer una detallada explicacion de la teoria del método Fraccion Racional Polindmica.

e Implementacion de un procedimiento automatico del método mediante un programa

computacional.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Desarrollo ¢ implementacion de un programa computacional de facil ejecucién para la
visualizacion analitica y experimental de la Funcion Respuesta de Frecuencia (FRF).

e Extraccion de las frecuencias de naturales, razones de amortiguamiento y constantes modales,
a partir de la Funcion Respuesta de Frecuencia usando el método Fraccion Racional
Polinémica (RFP), implementado en un programa computacional.

e Explorar las capacidades del método para la identificacion de las frecuencias de naturales,

razones de amortiguamiento y constantes modales.



Capitulo 1: Teoria Modal

CAPITULO 1
TEORIA MODAL

1.1  SUPUESTOS BASICOS

Para el desarrollo de la teoria modal [4,7-10,18,19] y la teoria de las técnicas de extraccion de

parametros modales [4,6,7,21-25], se asumen cuatro supuestos basicos:

1. La estructura es asumida como lineal. La respuesta de la estructura es siempre proporcional a la
excitacion. Este supuesto tiene dos implicaciones:

1.1 Superposicion. La respuesta de la estructura para cualquier combinacion de fuerzas,
simultdneamente aplicadas, es la suma de las respuestas individuales para cada una de las
fuerzas actuando por si sola.

1.2 Homogeneidad. La medicion de la funcion respuesta de frecuencia de la estructura es

independiente del nivel de excitacion.

2. La estructura es invariante en el tiempo. Los parametros a ser estimados son constantes. Si el
sistema fuera variante en el tiempo, los componentes como la masa, amortiguacion y rigidez dependerian
de factores que no son medidos o no son incluidos en el modelo. Un ejemplo seria la dependencia de la

temperatura.

3. La estructura obedece el teorema de Maxwell (Reciprocidad). Una fuerza aplicada a un grado de

libertad p causa una respuesta en el grado de libertad ¢ que es la misma respuesta en el grado de libertad p

causado por la misma fuerza aplicada en el grado de libertad q.

4. La estructura se considera con amortiguacion viscosa.
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1.2.  TEORIA MODAL

La ecuacion general de movimiento para una estructura vibratoria de N grados de libertad con
amortiguacion viscosa es descrita por un conjunto de N ecuaciones simultaneas lineales diferenciales de

segundo orden con coeficientes constantes. Esta puede ser escrita en forma matricial de la forma
[M]{E0} +[Cla@} +[K]{x@} = {f ()} . (L1)

donde [M], [C] y [K] son matrices de orden NxN reales simétricas, definidas como matrices de masa,

amortiguacion y rigidez, respectivamente, { f(¢)} es el vector de fuerzas aplicadas, {X(¢)}, {x(¢)} vy

{ x(¢) } representan los vectores de aceleracion, velocidad y desplazamiento, respectivamente.

Puesto que la matriz de amortiguacion no es proporcional a la matriz de masa y/o a la matriz de
rigidez, este tipo de amortiguacion puede clasificarse como no proporcional. Cuando un sistema contiene
amortiguacion no proporcional, la formulacién ocupada en el problema de valores propios para un sistema
no amortiguado no admitira vectores modales que desacoplen las ecuaciones de movimiento del sistema.

Una técnica usada para resolver este problema, envuelve la reformulacion de las originales
ecuaciones de movimiento para un sistema de N grados de libertad dentro de un conjunto equivalente de
2N ecuaciones diferenciales conocidas como Ecuaciones Candnicas Hamiltonianas [7].

Para resolver estas 2N ecuaciones lineales diferenciales se define un vector complejo { y(¢) } el

cual contiene los vectores de desplazamiento { x(¢) } y velocidad { x(#) }

{x(0)} (12)

{y(}= {500

2Nx1
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Las 2N ecuaciones son escritas reescribiendo la ecuacion general de movimiento en términos del

vector complejo { y(¢) } y sumando una ecuacion identidad. De este modo se obtiene

[[[Ai]] %qw(z)}{[[f]] _[[ﬂ]}{ya)}%{’gé?}}, "

6 simplemente

[A{7O}+[Bl{yd}={/" (0} . (1.4)

Esta formulacion es frecuentemente llamada Representacion Espacio-Estado, donde [A] y [B] son

matrices 2Nx2N reales simétricas y { /() } es un vector complejo de orden 2Nx1.

Se debe considerar primero la solucion homogénea de la Ec. (1.4) para determinar los modos

naturales del sistema, esto es

[4]{r@) +[Bl{y®)} =10} - (1.5)

Puesto que las matrices [4] y [B] tienen elementos distintos de cero fuera de la diagonal, las 2N
ecuaciones estan acopladas. Este acoplamiento indica que la fuerza aplicada a una masa causara una
reaccion en todas las otras masas, haciendo el analisis de este modelo muy complicado.

El procedimiento de desacoplamiento consiste en transformar la Ec. (1.5) a coordenadas modales,
usando una transformaciéon de coordenadas. Asumiendo que es posible expresar la respuesta del sistema
espacio-estado como una superposicion de las 2N respuestas del sistema, en el cual la coordenada es
designada por p;

2N (1.6)

@) =2 {wip@,

i=1
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donde {y} :{ i) } ,en forma matricial
s.

o) =[¥Y]{p®)} , (1.7)

donde [‘P'] = Matriz modal, y { p(t)} = Vector coordenada modal.
La matriz modal [‘P'] es una matriz compleja de orden 2Nx2N y es escrita usando cada solucion vectorial

de los modos normales {\If ;} como una columna simple.

Sustituyendo la Ec. (1.7) en la Ec. (1.5) y luego de multiplicar la ecuacion por la matriz modal transpuesta,

se obtiene

[T LA 1) + [+ [B]# ) p(0} = {0} (8)

Este modelo modal tiene una importante propiedad matematica llamada ortogonalidad con respecto a las

matrices [A] y [B]. El resultado es una matriz con valores cero fuera de la diagonal, es decir

[T [a]lw]=[ o ]
(v (Bl ]=[ 0]

(1.9)

donde a; y b; son llamadas modal A y modal B, respectivamente. Estas cantidades tienen las mismas

propiedades que la masa modal y rigidez modal para un sistema sin amortiguacion.

Puesto que el vector modal {wi'} no representa una medicion "absoluta" de desplazamiento, la

informacién que contiene es la relacion de amplitud de cualquier grado de libertad comparado a todos los

10
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otros grados de libertad. Por lo tanto, se debe normalizar los vectores modales tal que el correspondiente a;
sea igual a 1. Los vectores usados de esta manera son llamados ortonormalizados con respecto a la matriz

[A4], es decir

(07 [4]l0']=["1.]

(1.10)

1 .
donde {¢'} = T {y/} = Vector modal normalizado.
ai
b, . . .
—s, =— = Solucion de la ecuacion caracteristica.
a,

I: \I\ ] = Matriz identidad.

Es sabido que la solucion de la ecuacion caracteristica es de la forma:

Si:_miéiimivl_giz > (1.11)

donde ,= Frecuencia natural del sistema,y &,= Razon de amortiguamiento.

Ahora, reemplazando la Ec. (1.7) en la ecuacion general de movimiento forzada (Ec. (1.4)) y luego

multiplicando ambos lados de la ecuacion por la matriz modal transpuesta, se obtiene,
[T LAy T+ [T B o} = [T {10} (1.12)

Sustituyendo la Ec. (1.10) en Ec. (1.12), se tiene

11
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()=, o) =¥ {70} (113

i

Como estas ecuaciones de movimiento estan desacopladas, pueden ser vistas como un conjunto de
independientes modelos 2N simples grados de libertad, uno para cada modo en el modelo 2N multiples

grados de libertad,

p(0)=s,p,(t) = %{\v!}T {{?g})}}ﬂh} : (2.14)

1

1.3 FUNCION DE TRANSFERENCIA. DOMINIO DE LAPLACE

Transformada de Laplace
Una funcioén de variable real f'(f), definida en todo el campo de los nimeros reales, le corresponde

una nueva funcion F(s), llamada transformada de Laplace, definida por la expresion [16]:

0

Foy=2{f@}=[e’ f@)dr, (1.15)

0

donde s = o + jo = Variable compleja de Laplace.

Aplicando la transformada de Laplace a la Ec. (1.13), se obtiene

{5 P(s)~ P(0)} ~[5,]{P(s)] =ai[T']T (F(s)} . (L.16)

i
si las condiciones iniciales son cero, obtenemos

12
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[T (o)}

l

[s=s.]{P()]

(1.17)

Aplicando la transformada de Laplace a la Ec. (1.6) y reemplazando el resultado en la Ec. (1.17), se puede

relacionar el vector fuerza aplicada {F (s)} con el vector complejo {Y (S)} en el dominio de Laplace en

términos de las propiedades modales, esto es

{S{{XX( (Sj)}}} B i{s{:j\u}}} " (Sl_ ) v {F)} .

1 1

De este modo, se obtiene una expresion para la Receptancia (Ec. (1.20))

Fol "2 ooy "HOL

y Mobilidad (Ec. (1.21)) en el dominio de Laplace por medio de una funcién de transferencia

s{X @)} _ giw = s[H(s)] .

F@)f Ta (s-s)

donde [H(S)] = Matriz funcidn de transferencia.

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

13
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Puesto que los valores propios y vectores propios ocurren en pares conjugados complejos, la matriz

funcioén de transferencia puede reescribirse como

o([R] | [®]
[He]= F() 2 oo oo ) (122)

donde [R ] = i{\Vl.} {v, }T = Matriz residuo, y [Rl.*] = 1* {‘V,-* } {\Vl-* }T = Matriz residuo complejo.
q, a,

1 1

Las dos raices del denominador de la funcion de transferencia son llamadas polos de la funcion de

transferencia y son conjugados complejos uno de otro, esto es

s, =—0, +jod,
(1.23)

£

s, =—0,—jod,

1

donde o,=w&,= Factor de amortiguamiento modal, y od, = 1-&> = Frecuencia modal

amortiguada.

14
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La informacion dentro del plano de Laplace de cero amplitud para un simple grado de libertad es mostrada

en la Fig. 1.1.
Im[H(s)]
=0
/f’
0 <& <1 @i
16 S
| N\
mo | Cg=1f _
x() -5, 0 Re[H(s)]
SELE i
Koo - wd
& 0<g <l _z. 1
“‘\ 1
v gi:l:l

Fig. 1.1: Ilustracion de los parametros de frecuencia y amortiguacion asociados con el par de polos conjugados complejos para un

sistema de un grado de libertad.

Los polos s, y s, , son propiedades comunes a todas las funciones de transferencia y son llamados

propiedades globales, mientras que los residuos R, y R", son especificos a cada funcién de transferencia

y son llamados propiedades especificas.

El significado fisico de las dos partes, real e imaginaria, de los polos de la funcién de transferencia
puede ser ilustrado observando la Funcion Respuesta de Impulso (Ec.1.24) para un simple grado de
libertad que se muestra en la Fig.1.2. La funcidn respuesta de impulso 6 IRF es calculada aplicando la
transformada inversa de Fourier a la funcion respuesta de frecuencia 6 FRF (Seccion 1.4), y es usada por
métodos de extraccion de parametros modales que trabajan en el dominio del tiempo. La obtencion de la

IRF, como su aplicacion, puede ser encontrada en la referencia [9].

15
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La matriz IRF se expresa por
N ot jod.t . -jod;t
[H@B]=Y e " (R] "7 +[R] ™), (1.24)
i=1
donde [H(f)] = Matriz funcion respuesta de impulso.

El coeficiente R,y Rl.* controla la amplitud de la respuesta de impulso. El factor de
amortiguamiento modal G, es la parte real de los polos y describe el decaimiento exponencial o extension
de la oscilacion. La frecuencia modal amortiguada od, es la parte imaginaria y es la que describe la parte

oscilatoria.

Funcian Respuesta de Impulso
DD5 T T T T T T T

0.04 | -
0.03 m ' .

2|R|e” T

0.0z

001 F

Arnplitud
[

-0.01 F

-0.02 F

003t

004 ¢ -

_DD5 1 1 1 1 1
] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.4 4

Tiempo [seq]

Fig. 1.2: Funcidn respuesta de impulso de un sistema de un grado de libertad en términos del factor de amortiguamiento y la

frecuencia modal amortiguada.

16
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La funcién de transferencia es un valor complejo, por tanto tiene dos partes, Real e Imaginaria 6 Magnitud

y Fase, esto es

H(s) =Re{H(s)} + jIm{H(s)} =|H(s)| &"* (1.25)

El moédulo |H(S)| describe amplitud y la fase X H(s) expresa el tiempo de respuesta con respecto

a la fuerza. La Fig. 1.3 muestran la funcion de transferencia en el plano complejo de Laplace para un

simple grado de libertad.

Imaginaria

®10°

200

ey
£l

100 ,',lg';f"lllﬂ
i

Fasge [grados]
(]

-100

Fig. 1.3: Funcion de Transferencia en su parte real, imaginaria, magnitud y fase para un sistema de un grado se libertad.

17
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1.4 FUNCION RESPUESTA DE FRECUENCIA

Un caso particular de la funcién de transferencia definida por la Ec.(1.22), evaluada a lo largo del

eje jo , esto es s = jo , es la Funcion Respuesta de Frecuencia o FRF

oy = X o (R ] | [R]

H =
[ (S)]S:jm {F(J(D) = (jo - s) (jo—s,")

(1.26)

z|8

donde [H( J(D)] = Matriz funcion respuesta de frecuencia.

Sabiendo que la matriz residuo es un valor complejo al igual que los polos, la expresion de la FRF

puede ser reducida a la forma:

(1.27)

donde 4, =-2[Re(R)Re(s,)+Im(R)Im(s,)], y B, =2Re(R).

Esta FRF (al igual que la funcioén de transferencia) puede ser interpretada como la suma de las

respuestas individuales de simples grados de libertad dentro del modelo de N grados de libertad (Fig.1.4),

donde cada respuesta 6 término de la sumatoria tiene como polo s, = —® &, +®,4/1-E° ;i=1,...,N .

Evaluando la FRF en ® =®,, desde la Ec. (1.27), la magnitud y fase de la Constante Modal (numerador

de la FRF) estara dada por:

B,
C =4’ +0]B*,y ¢ =tg" 22t (1.28)

18



Capitulo 1: Teoria Modal

La constante modal es un nimero complejo que define el movimiento relativo (magnitud y fase) entre dos
coordenadas de una estructura en resonancia. A través de este parametro, es posible determinar el patron
de deformacion (Forma Modal) de una estructura en cada frecuencia natural [7], que tomara diferentes

formas dependiendo de cual frecuencia es usada por la fuerza excitadora [3].

=1
FRF yail -5\,,{ 1t IRF

Arnpitu
(]

Magnitud

; I
= =
= 2
T 10 k g

[
= a4

10° 5

2 + % 107 +

10 . ; . 5
=l a)
= 4 =

c

= 3

10° 5

2 + % 10 +

10 2
=l a)
2 4 =

gjﬂ:l = 0 T

c

= z

10° 2

1 20 40 B0 80 nos 1 15 2 25 3 34
Frecuencia [Hz] Tiempo [seq]

Fig.1.4: Tlustracion de la FRF e IRF analitica (respuesta en x3 debido a una fuerza excitadora de tipo transiente en f1) para un
sistema de 3 grados de libertad con amortiguacion viscosa (M = 0.3kg, C = 0.8Ns/m, K = 13000N/m) representada como la suma

de respuestas individuales de simples grados de libertad.
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Capitulo 1: Teoria Modal

Puesto que las matrices de masa, amortiguacion y rigidez son matrices simétricas, la matriz FRF

también es simétrica. Esto implica que H  (jo)=H_, (j®), lo cual es llamado Reciprocidad (supuesto

basico N* 3). De este modo, no es necesario obtener todos los términos de la matriz FRF para obtener la
forma modal del sistema. A modo de ejemplo, observemos la forma de la matriz FRF para el sistema de 3
grados de libertad mostrado en Fig.1.5, donde los sub-indices de cada término de la matriz FRF indican

localizacion de salida y entrada, respectivamente.

X (o) H (o) H,,(®) H;) F(o)
X, (o) =|H,,(®) H,,(®) H2,3(0)) F,(») (1.29)
X (o) - H; (w) H;,(®) H;;(0) 33 Fi(») -

H H H

107 = 107 = 107 =
=
= m"‘_J\/\/\ m"‘M 10'4M
=

10" 10" 10"

10 2 a1 10 2 2.2 10 2 a3
=
E 1o 107 107
=

10" 10° 10"

1D2 51 1D2 3.2 1D2 3.3
=
€10t M 10t _A_/\ 10 J\/\/\
=

10° 10" 10°

0 20 40 B0 &0 0 20 40 BO &0 0 20 40 BO &0
Frecuencia [Hz] Frecuencia [Hz] Frecuencia [Hz]

Fig.1.5: Tlustracion de la matriz FRF de un sistema de 3 grados de libertad con amortiguacion viscosa (M = 0.3kg, C = 0.8Ns/m,

K= 13000N/m).
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Debido a la reciprocidad de la matriz FRF, basta con obtener so6lo una fila o columna de esta
matriz. Asi es posible excitar un grado de libertad solamente (por ejemplo, con un shaker), y medir la
respuesta (por ejemplo, con un acelerometro), en todos los otros grados de libertad (ver Fig. 1.6 (a)).
Alternativamente, es posible medir la respuesta en un grado de libertad solamente y excitar (por ejemplo,
con un martillo de impacto), todos los otros grados de libertad (ver Fig. 1.6 (b)). Para este ultimo caso, la

matriz FRF (con respuesta en x;), es de la forma:

F(w)

{X3(0))}=|:H3’1(0)) H3,2(03) H3,3(03)] Fz((ﬂ) (1.30)
Fi(o)

Para obtener las formas modales de este sistema, se deben calcular las magnitudes y las fases de
las constantes modales de la matriz FRF en Ec. (1.30). El primer modo es formado por las primeras
constantes modales de cada FRF, el segundo modo es formado por las segundas constantes modales de
cada FRF y asi sucesivamente, donde la magnitud representa la amplitud, y la fase representa la direccion

de cada grado de libertad, como se muestra en la Fig. 1.7.

1 m]v aD:D:D:r
T g g b 7

(a) (b)

Fig. 1.6: Configuracion de las posibles formas de medicion, (a) con un shaker, y (b) con un martillo de impactos.
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. H . H . H
10t 31 10 3.2 10t 33
=)
2 a4 -4 -4
g 10 10 10
1]
= B
10 10 10°
a 20 40 B0 80 o 20 40 B0 80 o 20 40 B0 80
Frecuencia [Hz] Frecuencia [Hz] Frecuencia [Hz]
bdot. Cl=08333 4123954011 Cl=11785  $1=-1.1498:-011 Cl=08333 ¢1=-1.0354e-011
Modaa: 9= 1 6667 B2= 12000 (2= 2.4398e-012 $2= 06745 C2= 16667 #2= 49465011
DOF1 DOF2 DOFS
Mpdol Wbdo2 Mbda3
2 : . .
1.5}
1 L
05
0 . . . - -2
DoF1 DOF2 DOFS

DOF1 DOFZ DOF3 DOF1 DOF2 DOF3

Fig.1.7: Las formas modales representan los patrones de deformacion caracteristicos para cada frecuencia natural y ésta es
obtenida evaluando las constantes modales de cada FRF. En esta ilustracion son obtenidas las formas modales del sistema de 3

grados de libertad mostrado en la Fig. 1.5.

1.4.1 FORMAS ALTERNATIVAS DE FRF

La funcién respuesta de frecuencia, [H(_](D)], definida como la razon entre la respuesta de

desplazamiento armoénica y la fuerza de excitacion armoénica, es llamada Receptancia (Ec.(1.26)). Pero
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también puede seleccionarse la velocidad de respuesta como salida y asi definir una funcion alternativa de

respuesta de frecuencia llamada Mobilidad,
. X(jo)} o -
[M(Jm)]:szw[H(Jm)] —_— (1.31)

Del mismo modo se puede seleccionar la aceleracion de respuesta como salida y definir una tercera

funcion respuesta de frecuencia llamada Acelerancia,

'
NS}

Xy
[AGo)] = iy = [HGo)]

(1.32)

Receptancia, Mobilidad y Acelerancia representan los principales formatos de representacion de la
FRF (Fig. 1.8), aunque existen mas posibilidades de representar la FRF a través del inverso de estas
funciones, llamada Rigidez Dinamica, Impedancia Mecanica y Masa Aparente, respectivamente. Para
modelacion, la receptancia es la FRF generalmente ocupada; para mediciones experimentales la FRF

ocupada es la acelerancia, puesto que un acelerometro es el transductor mas conveniente de usar.

23



Capitulo 1: Teoria Modal

FRF - H(3,1)
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Fig, 1.8: Ilustracion de la FRF también llamado Diagrama de Bode (magnitud y fase) y Diagrama de Nyquist (real vs imaginario)

en formato receptancia, mobilidad y acelerancia para el sistema de 3 grados de libertad mostrado en la Fig. 1.4.
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, CAPITULO 2
ANALISIS MODAL EXPERIMENTAL

2.1 INTRODUCCION

La mas importante medicion necesaria para el analisis modal experimental es la funcion respuesta
de frecuencia 6 FRF. La FRF es normalmente usada para describir la relacion de entrada-salida en el
dominio de la frecuencia de algin sistema, por ejemplo, sistemas estructurales, eléctricos o actsticos.
Puede ser visto como una "caja negra" donde el usuario necesita proveer la excitacion analoga de entrada
y la senal de respuesta (Fig. 2.1). La obtencion de la FRF depende de la transformacion desde el dominio

del tiempo al dominio de la frecuencia, a través del uso de la Transformada de Fourier.

Fle) — ) Hiw) > X&)

Fig. 2.1: Relacion de entrada-salida de un sistema de una simple entrada y una simple salida 6 sistema SISO (single input-

single output).

Experimentalmente no es posible que la sefal analoga a ser transformada sea infinita desde valores
negativos a positivos, como lo requiere la transformada integral de Fourier. Méas bien se obtiene una sefial
digitalizada y limitada en el dominio del tiempo. Esta digitalizacion de la sefial, 6 conversion de la sefial
analoga a una correspondiente secuencia de valores digitales que describe las caracteristicas de variacion
en el tiempo de la sefial de entrada y salida, requiere de técnicas importantes de procesamiento de sefial.

En este capitulo se pretende hacer una revision breve de los temas madas importantes en la

adquisicion de datos para el analisis modal experimental usando la técnica de impacto.

25



Capitulo 2: Analisis Modal Experimental

2.2 ADQUISICION DE DATOS

La adquisicion de informacion modal sigue el proceso standard del analisis FFT de dos canales, en
donde la excitacion y la respuesta son medidas simultaneamente y asi ambas sefiales pueden ser
procesadas individualmente conbinandose luego para obtener la mejor estimacion de la FRF (Fig. 2.2).
Esta técnica puede ser extendida a cualquier nimero de canales, pero esencialmente aqui se referira al

analisis de 2 canales.

Gy
) —> Fl) == Fled E2= Gy :}[ H == H
SFXE —_ .
[ =] G % ¥ |Gn{|
= = GG
M
F Z o | Sa
A —>  xn) o e | Gy : Gyp
[ 1 | 1 ] 1
Grabacién Analisis Promediacidn Fost-Proceso

Fig.2.2: Diagrama en bloque de un analisis FFT a 2 canales [18].

El tipo de proceso requerido para cada sefial individual, depende de qué método de excitacion es
usado. La excitacion incluye alguna forma de entrada que es usada para crear una respuesta en el sistema
mecanico. Esta puede incluir entrada de ambiente 6 entrada operacional, como también la entrada de
fuerza controlada que es la usada en pruebas de analisis modal. Existen dos métodos de excitacion de

fuerza controlada que son usadas generalmente, excitacion shaker y excitacion de impacto.
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2.2.1 EXCITACION DE IMPACTO

Una sefial de impacto es una sefial deterministica transiente, la cual es formada aplicando un pulso
de entrada a una sistema por sélo un periodo muy corto de tiempo. Este tipo de sefial tiene la forma de una

mitad de onda seno en el dominio del tiempo con periodo T y en cuanto a su espectro, este es
esencialmente plano sobre un rango de frecuencias de cero a una frecuencia de corte f. [7].
El rango de frecuencia de cero a f., es llamado rango de operacion, donde f. es el valor en

frecuencia donde la magnitud del espectro a decaido de 10 a 20 dB.
2.2.1.1 MARTILLO DE IMPACTO

El instrumento requerido para la prueba de impacto es un martillo de impactos. Esta constituido
por un impactador, usualmente con un conjunto de puntas y cabezas, los cuales sirven para extender el
rango de frecuencias y nivel de fuerza de operacion en una variedad de diferentes estructuras, y un

transductor de fuerza el cual detecta la magnitud de la fuerza ejercida por el impactador (Fig. 2.3).

% Transductor de Fuerza Cabeza

Fig. 2.3: Detalles de un martillo de impactos [18].
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El rango de frecuencia de operacion esta controlado por la rigidez de la superficie de contacto del
objeto de prueba y la masa del martillo de impacto. Como no es posible cambiar la rigidez del objeto de
prueba, el rango de frecuencia de operacion es controlado variando la rigidez de la punta del martillo (Fig.
2.4).

El nivel de amplitud de la energia aplicada a la estructura esta determinado por la masa del
martillo y la velocidad del martillo cuando golpea la estructura. Puesto que es dificil controlar la velocidad

del martillo, el nivel de fuerza es usualmente controlado variando la masa de la cabeza [20].

Medium

peal Medium

Soft

Pulse t

1E.5n 2.Ek

Tite[sec) Fregquency[Hz)

Fig. 2.4: Contenido en frecuencia de varios tipos de pulsos [20].

2.2.1.2RESPUESTA DE SALIDA

El acelerometro piezoeléctrico es el transductor mas usado en las pruebas de andlisis modal. El
principio basico de operacion es la generacion de una carga eléctrica entre las superficies del
piezoeléctrico debido a un esfuerzo mecanico. La fuerza ejercida en el cristal piezoeléctrico es la fuerza
inercial de la masa sismica que incorpora el acelerometro (Fig. 2.5). De este modo, la salida del
transductor sera proporcional a la aceleracion de éste cuerpo y por tanto de la estructura a la cual esta

adherida [7,20].
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Conector Eléctrico

+
11T

S

Fig. 2.5: Corte de una configuracion de acelerometro [21].

La frecuencia de resonancia del acelerometro, la cual marcara el rango de trabajo de éste, es

funcion de sus caracteristicas de masa y rigidez. Sin embargo, la verdadera frecuencia de resonancia

depende del método usado para adherir el acelerometro a la estructura bajo prueba. Se muestra el efecto de

varios métodos de montaje en Fig. 2.6 [9].

-

Magnet Cemented Thin layer Haond

Stud stud of wax heid
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20 - stud Stud %,
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e e a WP
-10
-20 |- o A
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b
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Fig. 2.6: Frecuencia de corte de distintos métodos de montaje de aceleréometros [9].
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Otra importante consideracion es el efecto de la carga estructural causada por el montaje del
transductor, el cual puede alterar la masa, rigidez o amortiguacion del sistema. El principal efecto es la
carga de masa, que tiende a disminuir la medicion de la frecuencia de resonancia. Para evitar esto, el uso

de transductores livianos en estructuras livianas se consigue un minimo de carga [20].

2.2.2 CONVERSION ANALOGO-DIGITAL

El proceso de representar una sefal andloga en una serie de valores digitales es conocido como
conversion analoga-digital. Este proceso de conversion envuelve 2 conceptos: discretizacion 'y
cuantizacion.

La discretizacion 6 sampleado, es el proceso de grabacion de la sefial a una secuencia de valores
digitales. Este proceso de discretizacion introduce una forma de error conocida como Aliasing que
introduce energia de alta frecuencia en bajas frecuencias. Para garantizar que el aliasing no existira se usan
filtros anti-aliasing antes de ser discretizada la sefial a una frecuencia mayor a 2 veces la mas alta
frecuencia de interés.

La cuantizacion, es la conversion de un especifico valor analogo de amplitud al valor mas cercano
disponible en el convertidor analogo-digital. Puesto que solamente algunos valores discretos estan
disponibles en la conversion, la amplitud sera frecuentemente un error. Este error es normalmente
conocido como Error de Distribucion Gaussiana [7].

La descripcion detallada de estos procesos puede ser encontrada en cualquier libro sobre

procesamiento digital de sefiales, por ejemplo en la referencia [25].
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2.2.3 FUNCION VENTANA

Una vez que la informacién esta disponible en forma digital, la transformacion de la informacion
desde el dominio del tiempo al dominio de la frecuencia es llevada a cabo por la DFT (Discrete Fourier
Transform). Puesto que éste algoritmo incluye informacion discreta sobre un intervalo limitado de
tiempo, esto puede introducir un potencial problema denominado Leakage (Fuga).

El leakage es un problema basicamente debido a la violacion de la suposicion basica de la DFT.
Esta suposicion indica que la sefial a ser discretizada es periddica en un intervalo de tiempo T. Si este no
fuera el caso, es decir, la sefial no es periddica o no decae completamente en el intervalo de tiempo usado
(Fig. 2.7), se presentara un error de informacion llamado leakage cuando la respuesta en el dominio del

tiempo sea transformada al dominio de la frecuencia, usando la Transformada Discreta de Fourier.

Sefial Doming en Tiempo Sefial Domino en Frecuencia
0.04 : ] 0
0.02 : o -20
= o
2 ; -
= 0 =
E , = 40
= . =
-0.02 ¢ =
' -60
-0.04 ' P : : 1= : : :
0 ooz 004 006 008 04 012 0 1000 2000 jooa 4000
0.04 ' ' ' ' 7 0
0.0z - 20
=] =
=2 b=
EL 0 = -40
=
< 2
-0.02 = .40
-0.04 ' - s s -20 . : :
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Fig.2.7: Efectos del leakage de la libre respuesta de un sistema simple grado de libertad.
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Este error puede ser eliminado a través de dos formas cuando se usa prueba de impacto para
obtener la FRF. La primera y la mas conveniente, es conseguir un tiempo lo suficientemente largo para
capturar la completa sefial de respuesta. Esto es preferible porqué no se necesita el uso de funciones
ventanas que causan distorsion de la sefal. La segunda, es aplicar una ventana de decaimiento
exponencial.

Existen dos tipicas situaciones donde se requeriria el uso de ventana exponencial [7]:

(a) Estructuras débilmente amortiguadas, donde su respuesta no decae completamente al final del periodo
de tiempo.

(b) Estructuras fuertemente amortiguadas, donde la respuesta decae muy rapidamente a cero en un
periodo muy corto de tiempo. Si el tiempo de grabacion es mucho mas largo que el tiempo de

decaimiento, la razon sefial-ruido sera muy pobre y la medicidon se contaminara con ruido.
2.2.3.1 VENTANA DE DECAIMIENTO EXPONENCIAL

Este tipo de ventana es aplicada en el dominio del tiempo multiplicando la sefial de respuesta

medida x(¢) por la funcién ventana w(z), esto es
xX'(1) = x(O)w(?) (2.1)
donde x'(¢) = Funcion respuesta modificada, x(¢) = Funcion respuesta original y w(¢) = Funcion ventana.

La ecuacion de la ventana exponencial es de la forma [22]:

w(t) =e 1T Z g0k 2.2)

donde 1 = Constante de tiempo exponencial [seg] y ¢ ,= Factor de amortiguamiento (%) [rad/seg].
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Cuando la funciéon ventana es aplicada, esta atenua la amplitud de la sefial de respuesta
exponencialmente desde un factor de 1.0 hasta un valor pequefio. Esto implica la suma de amortiguacion
adicional a cada modo de vibracion. Esta amortiguacion adicional puede solamente ser removida luego de
encontrar el factor de amortiguamiento modal para cada modo.

La forma de corregir la extra amortiguacion es a través del uso de la IRF. La IRF para un sistema
de N grados de libertad (Ec.1.24) multiplicado por la funcién ventana, es de la forma:

¢ %0 TH) = %Ai e(_coﬂi o)1 , 2.4)
i=1

donde el factor de amortiguacion aparente 6, del modo i-esimo esta dado por: 6, =6, +0,.

Si se conoce cuanta amortiguacion es sumada a cada, se puede calcular la actual amortiguacion

para cada modo usando la siguiente relacion,

6,=6,70y (2.5)
donde o©, = Factor de amortiguamiento aparente y 6, = Factor de amortiguamiento funcioén ventana.

2.2.4 ESTIMACION DE LA FRF

Teéricamente, la obtencion de la FRF estd dada por la razén entre el espectro de la fuerza de
excitacion y el espectro de la sefial de respuesta. Sin embargo, en la practica se presentan ruido mecanico
en la estructura y ruido eléctrico en la instrumentacion. Para minimizar estos problemas, la mas comun
aproximacion para la estimacion de la FRF es usar la técnica de minimos cuadrados. Esta es una técnica

standard para la estimacion de pardmetros en presencia de ruido. El método de minimos cuadrados
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minimiza el cuadrado de la magnitud del error y asi calcula la mejor estimacién de la magnitud de la FRF
[7].

Existen tres distintas estimaciones de la FRF asumiendo donde entra ruido, estas son: Ruido en la
entrada, Ruido en la salida y Ruido en la entrada y la salida. La Fig. 2.8 representa el modelo de las

situaciones de medicion para un sistema SISO (una entrada-una salida).

Fuerza real Fespuesta real

H{ e}

' _,{:j » [UErZa i F.espuesta
Fouido medida Fuido medida

Fig.2.8: Modelo de estimacion de la FRF para un sistema SISO [18].

Para pruebas de impacto, el ruido en la entrada no es un problema debido al bajo nivel de ruido
eléctrico de los martillos de impacto, pero la sefal de respuesta no solamente contiene la respuesta debido
a la excitacion, ademas contiene la repuesta debido a excitacion randomica de ambiente. En consecuencia,
la mejor estimacion de la FRF con excitacion de impacto es con el modelo Ruido en la Salida [7,8,18,25].

Usando el principio del método de minimos cuadrados para minimizar el ruido en la salida, se

encuentra que la mejor estimacion de la FRF esta dada por:

3 F@)X()
Hi@) =5 = 2” = (2.6)
Y F'(0)F©) (@)
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Esta estimacion es denominada Hj, la cual es igual al Espectro Cruzado entre la respuesta y la fuerza,

G, , dividido por el Autoespectro de la fuerza, G.. (Ec. 2.6), donde N es el nimero de auto

prom

espectros y espectros cruzados que son promediados juntos para estimar la FRF.

2.2.41TIPOS DE ERRORES

La exactitud de la adquisiciéon de la FRF depende en gran medida de la minimizaciéon de los
errores que incluye el procesamiento digital de la sefial. Estos errores son generalmente agrupados dentro
de dos categorias: randomico y bias.

El error randomico (aleatorio) es debido a la desviacion randomica de cada funcion sampleadora.
Estadisticamente, si suficientes funciones sampleadoras son evaluadas (promedios), la estimacion
promediada sera aproximada a la funcion esperada con un alto grado de confiabilidad.

El error de bias se debe a las caracteristicas del sistema o a procedimientos de medicion que
resultan en una incorrecta estimacion. Ejemplo de esto son los sistemas no lineales o los errores en la

digitalizacion como aliasing y leakage [7].

2.2.5 FUNCION DE COHERENCIA

La funcion de coherencia indica la dependencia lineal entre dos sefiales en funcion de la
frecuencia. Cuando se realizan mediciones de FRFs es asumiendo que el sistema bajo prueba es lineal, por
lo tanto, la funcion de coherencia puede ser usada para determinar la linealidad de una medicion de FRF

[7,8,18,23,25].
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La funcion de coherencia es de la forma:

G 2
vz(w)=@, (2.7)
GFFGXX

donde G,, es el autoespectro de la respuesta.

El valor de y : para cualquier frecuencia puede tener un valor entre 0 y 1. Cuando la coherencia es

1, existe una perfecta relacion lineal entre la entrada y la salida. Si la coherencia es menor que 1 puede ser
debido a:

(a) Una relacion de no linealidad entre excitacion y respuesta, por ejemplo sistema no lineal.

(b) Leakage.

(c) Presencia de antiresonancia, donde la razon sefial-ruido sea pobre.

Las frecuencias donde la coherencia es baja son frecuentemente las mismas frecuencias donde la

FRF tiene un maximo o un minimo en magnitud. Esto indica la presencia de leakage.

2.3  CALIBRACION

Muchos transductores son suministrados con certificados de calibracion. Pero para asegurar una
correcta implementacion del procedimiento de andlisis, es necesario tener presentes los siguientes puntos
[18]:

(a) Comprobar la integridad de los transductores y detectar cualquier error en los cables conectores.

(b) Comprobar que todas las ganancias, polaridad y atenuacion en el sistema sean los correctos.

(¢) Comprobar que los transductores usados tengan un rango de operacion en la banda de

frecuencia de interés.
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Una forma de calibrar el sistema completo es medir la FRF de una estructura simple. Esta
estructura simple esta compuesta de una masa conocida con un acelerometro adherido (Fig. 2.9).

Se sabe que la segunda Ley de Newton es:

Fuerza = Masa x Aceleracion

y reemplazando en la definicion de Acelerancia, se tiene:

Aceleracion 1

A) = 2.8)

Fuerza Masa

Conociendo la masa, la acelerancia para cualquier frecuencia tiene amplitud y una fase de 0°.

Masa

Iiaza

Sefial Fuerza Sefial Aceleracion

Fig.2.9: Calibracion para técnica de impacto [18].
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CAPITULO 3
EXTRACCION DE PARAMETROS MODALES

3.1 CLASIFICACION DE LOS METODOS DE IDENTIFICACION

Existen varios métodos de extraccion de los pardmetros modales, dependiendo si usan el dominio
del tiempo o el dominio de la frecuencia.

M¢étodos en el dominio del tiempo y dominio de la frecuencia pueden ser divididos dentro de dos
submétodos: indirecto y directo. El método indirecto significa que la identificacion de la FRF esta basada
en el modelo modal, esto es, en los parametros modales que estan incluidos en la solucién caracteristica de
la ecuacion de equilibrio. El método directo significa que la identificacion esta basada en el modelo

espacial, es decir, basada en la ecuacion general matricial de equilibrio.

Respecto al nimero de modos que pueden ser analizados, podemos tener un grado de libertad
(SDOF) y multiples grados de libertad (MDOF). El uso de estas técnicas, depende basicamente del grado
de acoplamiento modal. Ejemplos de FRFs (Fig. 3.1) realizadas en una variedad de diferentes situaciones,

para tres grados de libertad pueden ayudar a entender lo anteriormente explicado.

FRF FRF FRF
0 ‘ ‘ ‘ 0 ; ; : -60 ;
o
T 50+t 1 -50+ 1
B -80 ¢
E., -100 1-100 - 1
2
-150 : : : -150 : : : -100 : : ;
0 20 40 60 80 O 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)
(a) (b) (c)

Fig.3.1 : Ejemplos de FRFs con (a) modos bien separados, (b) cercanamente espaciados y (¢) modos acoplados.

38



Cap. 3: Extraccion Parametros Modales

La Figura 3.1(a) muestra el caso de ligero acoplamiento modal, la informacién obtenida en la
vecindad del peak de la resonancia modal es predominantemente debido al modo y la influencia de otros
modos es minima. Para este caso, el analisis SDOF puede dar resultados exactos. La Fig. 3.1(b) muestra
modos cercanamente espaciados con muy ligera amortiguacion. Debido a esto el uso de un analisis SDOF
podria no ser correcto y cominmente se utilizaria un analisis MDOF. La Fig. 3.1(c) muestra frecuencias
bien separadas pero debido a un fuerte acoplamiento modal, la influencia de las colas de los otros modos

no es “buena’. Asi el analisis SDOF seria incorrecto y requeriria un analisis MDOF [3].

En el dominio del tiempo tenemos solamente analisis MDOF, mientras que en el dominio de la

frecuencia podemos tener SDOF o MDOF con el método indirecto y s6lo MDOF con el método directo.

La FRF que obtenemos es el resultado de la excitacion de la estructura en un punto seleccionado y
la medicién de la respuesta en otro punto. Pero cuando se prueba una estructura, la respuesta es medida en
varios puntos seleccionados a lo largo de la estructura, por lo que obtenemos un conjunto de FRFs.
Algunos métodos de analisis modal s6lo pueden procesar una FRF a la vez. Estos son llamados métodos
SISO. Otros métodos pueden procesar varias FRF al mismo tiempo, los cuales son llamados métodos
SIMO 6 métodos globales. Este tipo de método asume tedricamente que las frecuencias naturales y
razones de amortiguamiento no varian de una FRF a otra, por lo que es posible obtener los parametros
modales procesando varias FRF simultaneamente. Existe otro método que trabaja con varias excitaciones
y varias respuestas. Estos son denominados métodos MIMO 6 métodos polireferencia [4].

Dependiendo de que método usan, existen varios algoritmos matematicos que simplifican la
extraccion de los parametros modales. En la Fig. 3.2 se detalla un diagrama donde se clasifican los
distintos métodos usados hoy en dia. Para resumir el diagrama, se abreviaron los nombres de los

algoritmos, que pueden ser encontrados en el Anexo A.
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METODOS ER

METODOS DE IDENTIFICACION | |

ANALISIS MODAL

DA DEL TIEMPO

FMETODO EM

| DOMIMIO DE FRECUENCIA [

CE
sIE0 S5TD
LSCE
METODO —{ MDOF |--{ SIMO }— D
INDIRECTO
PRCE
MIMO ] pRa
SISO | ARMA
DIRECTO MDOF
MIMO H DSPI
PEAK AMPLITUDE
QUADRATURE RESPONSE
MAX. QUAD. COMP.
KENNEDY-PANCU
SIS0 |—
-I SDOF H CIRCLE-FITTING
INVERSE
BENDENT
GSH
METODO || EWINS-GLEESON
INDIRECTO SIS0 H FDPM
CEFD
RFP
GEFF
-| MDOF |—-| SIMO |— GLOBAL
ERD-FD
MM FEFD
SFD
“ SIMO 1 1sspa
METODO
DIRECTO MO SPECTRAL

MIMO

MULTI-MATEIX

Fig.3.2: Clasificacion de las categorias de métodos usados para la extraccion de los pardmetros modales[4].
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3.2 METODO FRACCION RACIONAL POLINOMICA
3.2.1 INTRODUCCION

Este es un método SISO MDOF que trabaja en el dominio de la frecuencia y que fue planteado en
1982. En este método, la FRF es expresada en forma de fraccidon racional polinémica. Este método esta
basado en la minimizacion de la funcion de error, usando la técnica de minimos cuadrados. Debido a que
el sistema de ecuaciones lineales resultantes es mal acondicionado, la forma de la fraccion racional es
expresada en términos de polinomios ortogonales. Un completo desarrollo del método puede ser

encontrado en las siguientes referencias [4,6,26-30].
3.2.2 TEORIA

La FRF, en términos de receptancia para un sistema lineal de N grados de libertad, con
amortiguacion viscosa, puede ser modelada en forma de fraccion parcial (ver Ec. 1.27), donde 4; y B; son

constantes reales. Esta expresion también puede ser escrita como una razén de dos polinomios

H(jo)=F——, 3.1)

donde a, y b, son las constantes a ser encontradas.
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Definimos Funcién de Error como la diferencia entre la H(j®) analitica y la H(j®) experimental, esto

€S

ejzsz—l—He(JO)j) ,]:1,,L (32)

e/ =e, > b(jo,) . (33)

, 2N-1 i 2N i
e/ =2, ai(joaj) —He(J@j)be(iwj) : (3.4)
i=0 i=0

€ = Z ai(j‘*’i)i —Hff(iwj){Z bi(j(”j)[ +(j‘°J)2N} ' 3-3)

La Ec. (3.5) puede ser escrita en forma matricial como

e | 1 (o) (jo) = (i0)""][ 4
62, :1 (jmz) (J‘(’)z)2 (jmz)ZNil a.l _
eL’ _1 (j(DL) (J.(DL)2 (ij)ZNil_ dan
3.6
He(jo,) He(jo)(jo,) - He(jo)(jo) " || & He(jo,)(jo,)™ GO
He(jo,) He(jo,)(jo,) - He(jo,)(jo,)"™ " || b | |He(jo,)(jo,)™
He(jo,) He(jo )(jo_) - He(ij)(j(DL)zN_l by He(jOJL)(j(OL)ZN
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0 simplemente

{E}Lxl = [P]szN {a}szl _[T]szN {b}sz1 _{W}Lxl ’ 3.7

donde {E } es el vector error que incluye a las L mediciones de frecuencias.

Para calcular los coeficientes polinomicos {a} y {b} , el procedimiento de minimos cuadrados sera usado

para minimizar la funcion de error cuadratica J definida como:

J=ie'j* o', ={E"} {E} . (3.8)

Jj=1

Reemplazando los valores de {E } en la Ec. (3.8) y multiplicando sus miembros

(3.9)

J={a ) [P ] [Pay-{a'} [P ] [T)(b}~{a’} [P] (W) ~{o7) [T°] [P]{a}+
WV [ ][y + (o) [T 1wy =) [P){a) + )

Puesto que a y b son vectores reales, entonces {a*} = {a} y {b*} = {b} . También, cada matriz de la Ec.

(3.9) es simétrica, por lo que las matrices son iguales a sus transpuestas. La Ec. (3.9) se puede escribir

como

W - (3.10)

Ademas, la Ec. (3.10) se puede escribir como
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J=Aaf ([P T 1P+ [PT [P ))ad 5 o) ([T [0 [0 -
() ([P [T]+[P]T[T*]){b}—{a}T([P*]T[W]+[P]T[W*] + (3.11)
) ([T () [ )} (o

Usando las identidades

: =2RE([T*]T[T) (3.12)

y sustituyendo estas igualdades en la Ec.(3.11), se obtiene

T

J(a,b):{a}TRE([p*]T[p]){a}+{b}TRE([T*]T[T]){b}+{W*} -
2{a}" RE([P*]T [T]){b} ~2{a}" RE([P*]T {W}) +2{p}" RE([T*]T {W}).

(3.13)

Para minimizar J(a,b), se deriva la Ec. (3.13) con respecto a {a} y {b} y se iguala a cero. Entonces,

obtenemos que:

=2 R T P2 RE([ T 1)) -2 R ([T o)) =10
% —2R([7] 7)) (b} -2 RE([T°] [P} {a} +2 RE([7°T (7)) {0} .

(3.14)

Estas ecuaciones se expresan en forma matricial como:
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)
donde

[v]-re(P TP
[X] —RE([P*]T [T]) (G}= RE([P* [ {W}) (3.16)

2= re(r ] 1r) )= —re(r ] )

La estimacion de minimos cuadrados de {a} y {b} puede ser obtenida resolviendo la Ec. (3.15).

Sin embargo, esta ecuacion presenta problemas asociados con su resolucion. El problema fundamental
reside en las caracteristicas de las matrices [T ] y [P] Estas matrices envuelven polinomios que

incrementan su potencia y son de la forma de la Matriz de Vandermonde, que son conocidas por ser mal

acondicionadas para casos que envuelven rangos anchos de frecuencias y modelos de orden alto [7]. La

forma de solucionar el problema es hacer las matrices [Y] y [Z] igual a las matriz identidad. Esto

significa que [Y] y [Z] tendran que ser el producto de dos matrices ortogonales.

3.2.3 FRF EN TERMINOS DE POLINOMIOS ORTOGONALES

La FRF en forma de fraccion racional, dada en términos de polinomios ortogonales complejos es

Zi—:l
CP,k
H(jo,) =4—— ;i=1,...,L. (3.17)

Z dkei,k
k=0
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Usando el mismo procedimiento que para la formulacién de polinomios ordinarios, podemos expresar el

vector error complejo en términos de polinomios ortogonales, esto es

{E}Lxl - [P]szN {c}Zle _[T]szN {d}Zle _{W}Lxl ’

donde ahora

DPio Py -+ Oiong
[Pl=| 7 T T
Pro Pri -+ Prona
He(jo,) 0 2 2 §
G T o) T o)
0 He(GoO] e, 0, ... 0.,
He(jo,)0 1y
() = | Hetio: oo
He(jo, 9, 1y

3.2.4 PRINCIPIO DE ORTOGONALIDAD

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Un conjunto de funciones f,(x), f,(x),..., f,(x) reales, continuas y no nulas, se dicen funciones

ortogonales sobre un intervalo a < x < b si:

[fi@f,x)dx=0 k=

jsz(x)dngkw k=j.

(3.22)
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Normalizando f, de modo que el correspondiente O, sea igual a 1, se define

_ S
8= \/ka > (3.23)

de modo que

k+#j

b 0
_c[gk(x)gj(x)a’x:{1 k= . (3.24)

Si las funciones g,(x)yg,(x) son calculadas sobre L puntos discretizados, la integral es

reemplazada por la sumatoria sobre el nimero de puntos medidos. Ademas, puesto que los polinomios que

usamos son polinomios complejos, la propiedad ortogonal queda definida como:

ZL: . {o k#j (325
Pk P, = . .
=L £ 1 k=j.

3.2.5 POLINOMIOS ORTOGONALES EN TERMINOS DE FUNCIONES POSITIVAS

La FRF exhibe simetria Hermitiana cerca del origen del eje de la frecuencia, como se aprecia en
Fig. 3.3.

Se define funcion Par e Impar, respectivamente como:

Re (p-)=Re (¢7)

N (3.26)
Im (¢-)=-Im (¢") .

Para preservar las propiedades simétricas de la funcidn cerca del origen, el origen en si sera excluido de

nuestro desarrollo. De esta forma, la propiedad ortogonal seré:
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0 k=#j

-1 L
o, + e, =
2,0k s * 20k 0 {1 k=J.

(3.27)

Como @ =Re (¢)+ jIm(p), sustituimos en la Ec.(3.27) y luego de algunas manipulaciones algebraicas

se tiene
-1
Z [Re((Pi,If ) Re((Pi,f) + Im((Pi,kf) Im(q)i,f ):I +
i=—L
L 0
+ + + +
[Re(9,, ) Re(p, ") +Im(g,, ) Im(g, ") |=
i=1
donde
(p,.,k+ NON j+ = Funciones mitad derecha, definida para i >0.
®,; >, ,;~ = Funciones mitad izquierda, definida para i <0.
x 10° FRF
1 \
_1 1 1 1 1 1
-3Q 40° 20 -10 0 10 20 30
2 \
2
g
'6" 0
®©
g f
_2 1 1 1 1 1
-30 -20 -10 0 10 20 30

Frecuencia (Hz)

Fig.3.3 : Naturaleza Hermitiana de una funcion respuesta de frecuencia.

k+j
1 k=j.

(3.28)
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Tomando las definiciones para funcién par e impar dadas en la Ec. (3.26) y sustituyéndolas en la Ec.

(3.28), se obtiene

= + + + + 0 k # ]
2Z[Re((|)i,k )Re((Pi,j )+ Im(q)i,k )Im(q)i,j )} = 1 k= j (3.29)
i=1 =].
o
Y0, (0,=10 FF7 (3:30)
i=1 o " Sok=]. '

Para el polinomio 0,, el procedimiento es igual al anterior y difiere del polinomio del numerador

@, , puesto que debe satisfacer una condicion diferente de ortogonalidad, la cual contiene una funcion de

ponderacion,

>0, 0, He(io )|2—{O £ 331
i=1 " " l Yo ok=j. '
Debido a que la funciéon de ponderacion (magnitud cuadrada de la FRF experimental) sera distinta

para cada FRF evaluada, los coeficientes {d } buscados no seran iguales para todas las FRFs, aunque las

frecuencias naturales y razones de amortiguamiento si seran iguales. Esto presenta un problema al tratar

de extender este método para uso global [28-30].

Observando las expresiones de las Ecs. (3.30) y (3.31), se toma ventaja de las propiedades de simetria de

los polinomios para escribir las condiciones de ortogonalidad en términos de frecuencias sélo positivas.
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3.2.6  GENERACION DE LOS POLINOMIOS ORTOGONALES ¢ Y 6. METODO DE

FORSYTHE

La formula para el caso general es presentada usando la notacion Y en lugar de ¢ y 6 , donde

k=3,.,Nei=1,..L.

Y, (0)=0
Vo(®,)=1
Yl(w[) = (0‘)[ _Ul) YO(O)i)

(3.32)
7,(@,)=(®,-U,) 7,(®,)-V 7,,)
Vi(@)=(@,-U) v, @)=V 7,.,),
donde
= 2
Zmi [Yk—l(“)i)] q;
Uk — i=1 ,
D,
L
D0, 7,4(©)7,,®) g, (3.33)
V7 — i=1 , y
k-1 D,
L
D, = Z V(@ )
i=1

Si las sumatorias de la Ec. (3.33) son expandidas desde -L hasta L, la funcion U, pasa a ser una

funcion impar y ¥, una funcion par de o. Asi, la sumatoria de U, dara cero y las sumatorias en V, y D,

seran 25: en lugar de i

i=1 i=—L
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Los polinomios y,” deben ser normalizados dividiéndolos por D,; . De este modo, siguiendo las

simplificaciones para este método dadas la en referencia [26], la Ec. (3.32) tomara la siguiente forma

donde, k=1,...,N:

'Y_1+((x)i)=0
N 1
Yo (@) =—F——=
23 g,
;q’ (3.34)
. S, (©,)
W)= R
Ve (@) D,

donde

S @)=y, @)=V, 7., (@),

L
I/k71+ = 220)i Yk,1+(0),-) ’Yk72+((0[) q, .Y

i=1

D, =\/2 .L [,/ @)] 4 -

l

(3.35)

Dos importantes simplificaciones son realizadas: primero, la variable U, ha sido removida, y

segundo, todas las sumatorias son expandidas s6lo para frecuencias positivas.

Puesto que los polinomios 7, calculados son polinomios reales, es necesario multiplicarlos por

jk (G=+-1), para poder generar los polinomios complejos. Ademas, estos polinomios ortogonales

complejos generados encontraran problemas numéricos si la frecuencia no es escalada de alguna manera.
Asi, el rango de frecuencia de interés es escalado dividiendo todas las frecuencias por el maximo valor

considerado en el intervalo. De esta manera, la maxima frecuencia tendra valor 1.
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Aplicando la Ec. (3.34), los polinomios @ *(®,) y 0 (®,) son calculados haciendo ¢, =1 6

2 . . .
, respectivamente. De este manera, es posible calcular las matrices [P] y [T ] dadas por

las Ecs. (3.19) y (3.20), donde los polinomios ¢ y 0 deben ser entendidos como ¢ y 0.

La Ec. (3.15), en términos de polinomios ortogonales, es simplificada de la forma

[[Q]]T [[?]]H{{d}}}{{g}}} ’ (336)

[X]=2[X]
16"} =2{G]
[
{

donde

(3.37)
I, y[ ] Matrices identidad

]
0} Vector cero.

Comparando la Ec. (3.36) con la Ec. (3.16), es claro que el uso de polinomios ortogonales causa

dos significativos cambios en la solucion de la ecuacion: primero, las dos matrices [Y] y [Z] en Ec.

(3.16) son reemplazadas ahora por matrices identidad, y segundo, la Ec. (3.36) puede ser escrita como un

conjunto de ecuaciones desacopladas con respecto a los vectores desconocidos {c} y {d } .

Resolviendo la Ec. (3.36), se tiene:
r ! -1 ! T !
(@) =—([-[xT [x1]) [x]' (@} . (3.38)

tej ={G}-[X'){d} - (3.39)
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3.2.7 CALCULO DE LOS PARAMETROS MODALES

Para calcular los parametros modales, la Ec. (3.17) debe ser escrita en términos de los coeficientes
{a} y {b} Es posible encontrar una relacion lineal entre {a} y {c} , y entre {b} y {d } , de modo de

poder transformar los coeficientes de los polinomios ortogonales generados a coeficientes de los

polinomios ordinarios.

Conociendo los valores de {b} , estos pueden ser introducidos dentro del polinomio complejo para

calcular las raices, los cuales estan directamente relacionados con las frecuencias de resonancias y razones
de amortiguamiento.

Sabemos que el par de raices esta dado por:

S=—08 tjod,, (3.40)

donde Re(s,)=-0F, y Im(s,) =w,{1-E

de este modo se obtiene:

Re(s,)

®, =Re*(s,) +Im’(s,) y & =~ (3.41)

i

Conociendo los valores de {a} y las raices de los polinomios complejos (Ec. (3.40)) los residuos
pueden calcularse usando el método de fracciones parciales. En términos practicos, cada coeficiente R; es

calculado removiendo el factor (s -, ) en el denominador y evaluando la ecuacion para s =, .
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, CAPITULO 4
ANALISIS Y PROCEDIMIENTOS

4.1 INTRODUCCION

Dos tipos de analisis fueron realizados en esta investigacion para determinar la exactitud del
método fraccion racional polindmica en la estimacion de la frecuencia natural, razéon de amortiguamiento
y constante modal de una medicion de FRF. El primer analisis fue hecho con informacién teérica, con
valores conocidos para simular dos tipos de FRF y la segunda fue informacién experimental. Ambas
informaciones fueron procesadas usando un co6digo escrito para MatLab™, que ejecuta el procedimiento

descrito en el capitulo anterior.

42  DESCRIPCION DEL PROGRAMA

Para ejecutar el método RFP se implement6 un procedimiento automatico incorporado dentro de
un programa computacional para MatLab version R.11 6 superior. Este programa consiste en un archivo
principal llamado RATIONAL, donde esta definido todo el entorno grafico usado y que es de facil
manejo para el usuario. Su funcionamiento sigue el proceso mostrado por el diagrama de flujo de la Fig.
4.1 con todas las opciones que este contiene.

La entrada de datos puede ser tedrica o experimental. Los datos teéricos son usados para evaluar
el método bajo distintas opciones, como se mostrard luego en la Seccion 4.3. Posterior a la entrada y
visualizacion de los datos, es necesario especificar el rango de frecuencias L y el orden del modelo N de
los modos seleccionados para ser estimados. El proceso designado por la funcion RFP.M vy
ORTOGONAL.M ejecuta el método descrito en el Capitulo 3. Los polos y residuos son calculados
usando una rutina definida en MatLab que descompone la razéon de dos polinomios en una suma de

fracciones simples.
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Fig.4.1: Diagrama de flujo del programa computacional.
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A partir de estos resultados, son obtenidas primero la frecuencia natural y razon de
amortiguamiento para cada modo y luego son obtenidos la magnitud y el angulo de fase de la constante

modal.

4.3 EVALUACION TEORICA DEL METODO

Para la evaluacion del método fraccion racional polinomica fueron generadas 2 FRF para una
sistema de 3 grados de libertad con amortiguamiento viscoso (Capitulo 1). La primera FRF fue generada
con dos modos cercanamente espaciados. La segunda FRF fue generada con un fuerte acoplamiento modal
entre sus modos. Ambas FRF fueron generadas: a) sin ruido, b) con un nivel reducido de ruido y ¢) con
un nivel elevado de ruido tipo randomico. La generacion de la FRF teoérica con ruido fue realizada
obteniendo la IRF de cada simulaciéon y sumada con ruido tipo randémico con un determinado factor de
ruido, segun la funcion definida en MatLab. Posterior a la generacion de la sefial con ruido, se calcul6 la
razon sefial-ruido medida en dB. Luego se transformo la IRF generada a la FRF. Cada simulacion tiene

como frecuencia maxima 79.5774 Hz a una resolucion de 0.1554 Hz.

La eleccion de estos modelos fue fundamentalmente para explorar y evaluar las capacidades del
método bajo diferentes circunstancias. Por ejemplo, cuando dos modos se encuentren relativamente cerca
y cuando la amortiguacion de los modos sea exagerada, ambas sin ruido para demostrar la exactitud del

método y con ruido a modo de representar un modelo cercano a una medicion experimental de FRF.
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EVALUACION EXPERIMENTAL DEL METODO

4.41 EQUIPAMIENTO

El siguiente equipamiento fue usado para realizar el analisis modal experimental (ver Fig. 4.2):

1. Tarjeta de Adquisicion de Sefales Dindmicas NI1-4452.

2. Conector de Tarjeta de Adquisicion BNC-2140.

3. PC IBM.

4. Martillo de Impacto PCB 208B02.

5. Acelerémetro PCB 353B15.

6. Unidad de Poder SKF CMSS603A-3.

7. Fuente de Alimentacion/Amplificador KP 482811.

8. Software de Adquisicion de Datos LabVIEW vo6.

9. Software de Visualizacion y procesado de Datos MatLab vR.12.

10. Estructura de Prueba: Viga de Aluminio empotrada en un extremo.
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Fig.4.2: Fotografia del montaje de analisis modal experimental.

4.4.2 CONFIGURACION

La estructura ensayada es una viga de aluminio de 425x30x5 mm’ (largoxanchoxalto),
empotrada con cuatro pernos a una estructura solida. La viga se dividid6é en 9 puntos, donde el punto 1
corresponde al extremo libre y los siguientes puntos fueron marcados a una distancia de 50mm cada uno.
El acelerometro PCB 353B15 que mide la respuesta de salida se fijo con cera al punto marcado como 7
(Fig 4.3), y conectd al preamplicador KP 482811. A su vez este se conectd al canal 1 de la tarjeta de
adquisicion. La excitacion de entrada es proporcionada por el martillo de impacto PCB 208B02, el cual se
conectd a la unidad de poder SKF CMSS603A-3. La salida se conect6 al canal 0 de la tarjeta de

adquisicion. Un diagrama de la configuracion de las conexiones realizadas se muestra en la Fig. 4.3.
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Mlartillo de Inpacto PCB 208802
Acelerdmetro PCB 353B 15

{ | — ‘
B i T S E Tl - R P L

KP 452511

out ]
_ I in
C— 1 T - |
- |4  E—

SKF CMS56034-3 ||| LabVEW
ch 0| [eh 1 - MatLah

—

[ - D
conector detarjeta de adgquisicion BHC-2140, /' .

Tarjeta de Adgquisicidn de Sefiales Dindamicas MI-44 52

Fig. 4.3: Diagrama de la configuracion experimental.

4.43 PROCEDIMIENTO

El procedimiento de medicion se efectud fijando el acelerometro en el punto 7 (Fig 4.3) y
golpeando la viga bajo prueba con el martillo en forma perpendicular a cada punto marcado (punto 1 al
punto 9). La adquisicion de datos se realiz6 por un programa de adquisicion escrito en LabVIEW. Este
programa esta provisto de un trigger que sirve como punto de partida para empezar a medir datos de
entrada (martillo) y salida (acelerometro). Cada medicion fue cortada en 1 kHz tomando 1024 muestras,
con una resolucion de 0.9766 Hz.

Los datos ingresados al programa son promediados 5 veces en modo RMS. Esto es, cada
excitacion del martillo en cada punto es realizada 5 veces. Completada esta promediacion, el programa
provee la estimacion de la FRF con ruido en la salida (Ec. 2.6) y Coherencia (Ec. 2.7). La funcion ventana

Hanning es ocupada para la sefial de salida.
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Después de obtenidos los datos de la FRF, estos son guardados como columnas en formato
ASCIL, la parte real de la FRF en un archivo y la parte imaginaria de la FRF en otro archivo para cada
medicion. El rango de frecuencias y la Coherencia, también son guardados como columnas en formato
ASCII para cada medicion. Una vez que todas las mediciones han sido almacenadas en un diskette, estas

son enviadas al software MatLab para su visualizacidon y posterior proceso. Este proceso consiste en reunir

la parte real y la parte imaginaria, multiplicada por j (j =+/—1), de cada una de las mediciones y

sumarlas a modo de obtener un nimero complejo. Esta transformacion de las 9 mediciones realizadas en
total es almacenada como una correspondiente fila. Este proceso es realizado también para la coherencia
y para el rango de frecuencias. El rango de frecuencias se almacena solo una vez, ya que es el mismo valor
para todas las mediciones. Todas estas matrices generadas son guardadas en un archivo llamado

NUM_EXP.MAT.
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CAPITULO 5
RESULTADOS Y DISCUSION

5.1  CASO TEORICO

5.11

MODOS CERCANAMENTE ESPACIADOS

Se sintetizé una FRF para un sistema de 3 grados de libertad con amortiguamiento viscoso con los

valores de masa, amortiguacion y rigidez representados en la Fig 5.1 y con los respectivos valores teoricos

para la frecuencia natural, razéon de amortiguamiento, magnitud y angulo de fase de la constante modal

para cada modo, indicados en la Tabla 5.1.

15000 Mim 125 Mimn 10000 MNimn 5000 Mim
Il Iz I3
— 0.3kg — 03kg — 0.3kg -
mil mil mil mil
0.1 MNsimn 0.1 MNafn 0.1 Hafn 0.1 Msfm

Fig.5.1: Sistema de 3 grados de libertad para simular modos cercanamente espaciados.

Frecuencias Naturales Razones de Constantes Modales
(Hz) Amortiguamiento Magnitudes Fases (grados)
»; = 20.5469 &, =0.0009 C;=1.4871 ¢, =1.7223
w, = 21.0034 &, =0.0032 C,=1.1756 d, =357.7313
™3 =50.3503 & =0.0015 C;=0.6721 03 =0.1737

Tabla 5.1: Valores teéricos de ®, &, C'y ¢ para modos cercanamente espaciados.
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Para la evaluacion del método, se simulod la FRF debido a una fuerza excitadora de tipo transiente en la
masa M2 y la respuesta en la misma masa M2.

Los procedimientos de evaluacion fueron los siguientes:

1. Se escogid un rango de frecuencia delimitado por f.min = 13.0557 Hz y f.max = 28.2873 Hz alrededor
de los 2 modos cercanos y se realizd una estimacion para N=2 y N=3. Se repitiod este procedimiento
manteniendo el mismo rango de frecuencia para la FRF con 47.14 dB de nivel sefial-ruido y para la

FRF con 33.05 dB de nivel sefial-ruido.

2. Se escogi6 un rango de frecuencia delimitado por f.min = 13.0557 Hz y f.max = 58.7506 Hz alrededor
de los 3 modos presentes en la FRF y se realizd una estimacion para N=3 y N=4, se repiti6 este
procedimiento manteniendo el mismo rango de frecuencia para la FRF con 47.14 dB de nivel sefial-

ruido y para la FRF con 33.05 dB de nivel sefial-ruido.

Los resultados de las estimaciones para modos cercanamente espaciados son presentados en las
siguientes figuras donde se representan las respectivas FRFs simuladas (en azul) , dos lineas
perpendiculares que indican la frecuencia minima y la frecuencia maxima del rango de frecuencia
escogido y la FRF generada (en rojo). Los valores estimados son presentados en una tabla, donde el valor

entre paréntesis indica el porcentaje de error del valor estimado con respecto al valor tedrico.
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Magnitud (dB)
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Funcion Respuesta de Frecuencia

_140 | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Frecuencia (Hz)
Frec.min = 13.0557 [Hz] _ )
Frec.max = 28.2873 [Hz] N=2 numl 512-All.fig
modo o [Hz] £ C ()
1 [20.5549 (0.0389%) 0.0011 (22.2222%) 2.1043 (41.5036%) 359.1077 (20750%)
2 [21.0106 (0.0343%) 0.014 (337.5%) 0.5229 (55.5206%) 3.8073 (98.9357%)
Caso A1-2:
Funcién Respuesta de Frecuencia
-20

Magnitud (dB)

| | | | |
10 20 30 40 50 60 70 80
Frecuencia (Hz)
N=3 numl 512-A12.fig
modo o [Hz] £ C ()

1 ]20.5469 (0%) 0.0009 (0%) 1.4871 (0%) 1.7223 (0%)

2 |21.0034 (0%) 0.0032 (0%) 1.1756 (0%) 357.7313 (0%)

3 150.3503 (0%) 0.0015 (0%)

0.6721 (0%)

0.1737 (0%)
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C

Magnitud (dB)

Magnitud (dB)
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Funcién Respuesta de Frecuencia

Frecuencia (Hz)

Frec.min = 13.0557 [Hz]
Frec.max = 28.2873 [Hz]

N=2

numl 512-A13.fig

modo

o [Hz]

&

C

¢

20.5558 (0.0433%)

0.0012 (33.3333%)

2.0805 (39.9032%)

359.5106 (20774%)

21.0133 (0.0471%)

0.0015 (53.1250%)

0.5501 (53.2069%)

2.5995 (99.2733%)

aso Al-4:

Funcion Respuesta de Frecuencia

30 40

Frecuencia (Hz)

80

N=3

numl 512-Al14.fig

o [Hz]

&

C

¢

20.5537 (0.0331%)

0.0007 (22.2222%)

1.6146 (8.5737%)

357.0118 (20629%)

20.9575 (0.2185%)

0.0030 (6.25%)

1.1291 (3.9554%)

4.7386 (98.6754%)

24.5382 (51.2650%)

0.0153 (920%)

0.0682 (89.8527%)

172.5033 (99211%)
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Funcién Respuesta de Frecuencia

Magnitud (dB)

-100 | \

120 L ‘

30 40

50 60

Frecuencia (Hz)

70 80

Frec.min = 31.8621 [Hz]
Frec.max = 28.2873 [Hz]

N=2

numl 512-Al15.fig

modo o [Hz]

g

C

¢

1 [20.5618 (0.0725%)

0.0017 (88.8889%)

2.1827 (46.7756%)

7.5291 (337.1538%)

2 [21.1175 (0.5432%)

0.0013 (59.3750%)

0.5329 (54.67%)

332.0746 (7.1721%)

Caso A1-6:

Funcién Respuesta de Frecuencia

Magnitud (dB)

-100 | \

120 .| ‘

30 40

50 60

Frecuencia (Hz)

70 8

0

N=3

numl 512-A16.fig

modo o [Hz]

&

C

¢

1 [20.3156 (1.1257%)

0.0003 (66.6667%)

0.3121 (79.0128%)

325.9615 (18826%)

2 [20.6961 (1.4631%)

0.0022 (31.25%)

2.4591 (109.1783%)

8.4194 (97.6464%)

3 [24.8744 (50.5973%)

0.0054 (260%)

0.0869 (87.0704%)

234.179 (134720%)
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Funcion Respuesta de Frecuencia

Magnitud (dB)

80

_140 | | | |
0 10 20 30 40 50 70
Frecuencia (Hz)
Frec.min = 13.0557 [Hz] B
Frec.max = 58.7506 [Hz] N=3 numl_512-A21.fig
modo o [Hz] & C ()
1 [20.5469 (0%) 0.0009 (0%) 1.4871 (0%) 1.7223 (0%)
2 [21.0034 (0%) 0.0032 (0%) 1.1756 (0%) 357.7313 (0%)
3 [50.3503 (0%) 0.0015 (0%) 0.6721 (0%) 0.1737 (0%)
Caso A2-2:
Funcién Respuesta de Frecuencia
-20

Magnitud (dB)

80

-140 | | | |
10 20 30 40 50 70
Frecuencia (Hz)
N=4 numl 512-A22.fig
modo o [Hz] € C [0

20.5723 (0.1236%)

0.0018 (100%)

1.8804 (28.4474%)

15.0298 (772.6587%)

21.0097 (0.033%)

0.0131 (309.3750%)

0.9722 (17.3018%)

329.0809 (8.0089%)

Bl

50.3490 (0.0026%)

0.0015 (0%)

0.6722 (0.0298%)

0.1887 (8.6356%)

65.7631

-0.3802

0.0014

248.469
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Caso A2-3:

Frec.max = 58.7506 [Hz] N=3 numl_512-A23.fig
modo o [Hz] & C (0]
1 [20.6157 (0.3348%) 0.0021 (133.3333%) [2.4795 (66.7339%) 3.6993 (114.7884%)
2 [22.7138 (8.1434%) 0.0018 (46.25) 0.2360 (79.9251%) 320.758 (10.3355%)
3 150.3531 (0.0056%) 0.0014 (2.4029%) 0.6649 (1.0713%) 0.4459 (156.7070%)
Caso A2-4:

Magnitud (dB)

Magnitud (dB)

-20

Capitulo 5: Resultados y Discusion

Funcién Respuesta de Frecuencia

Frecuencia (Hz)

Frec.min = 13.0557 [Hz]

Funcion Respuesta de Frecuencia

10 20

30

Frecuencia (Hz)

60

70

N=4

numl 512-A24 fig

modo

o [Hz]

&

C

¢

20.5762 (0.1426%)

0.0013 (44.4444%)

1.8870 (26.8913%)

2.1653 (25.7214%)

21.1987 (0.9298%)

0.0028 (12.5%)

0.7837 (33.3362%)

354.9419 (0.7797%)

50.3479 (0.0048%)

0.0015 (0%)

0.6663 (0.8630%)

0.3034 (74.6690%)

Al

54.4

-1.8978e-005

0.0085

106.6769

67



Capitulo 5: Resultados y Discusion

Caso A2-5:
Funcion Respuesta de Frecuencia
-20 : \ \ \
40 - ‘ | i
) | ‘
S -60 - ' \ “ \ _|
3 | \
S 80 ‘ /Wy | ]
o h WMo,
tEG ‘ W "l‘"“l"‘",l I ‘ ! i ,hy.‘u
-100 - | ‘
_120 | ‘ | | | | ‘ | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Frecuencia (Hz)
Frec.min = 13.0557 [Hz] B f
Frec.max = 58.7506 [Hz] N=3 numl_512-A25 fig
modo o [Hz] & C ()
1 [20.6286 (0.3976%) 0.0024 (166.6667%) [2.6449 (77.8562%) 3.2863 (90.8088%)
2 |37.5761 (78.9048%) 0.0009 (71.8750%) 0.1564 (86.6962%) 123.5328 (65.4677%)
3 [50.4341 (0.1664%) 0.0011 (26.6667%) 0.6539 (2.7079%) 1.8477 (963.7306%)
Caso A2-6:
Funcién Respuesta de Frecuencia
-20 ‘ T \ \
-40 ‘ | .
a ‘ \\ ~
S 60— | \ | -
© ‘ \\\“\ h
2 . A
C -80 4 WARL At v " ,H ‘ N
o | el ¥
@ VA Ty
= ' ”W [“l[‘ f 1)
-100 - | \
_120 | ‘ | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Frecuencia (Hz)
N=4 numl 512-A26.fig
modo o [Hz] 3 C [0
1 [20.6203 (0.3572%) 0.0024 (166.6667%) [2.5750 (73.1558%) 3.9067 (126.8304%)
2 245771 (17.0149%)  [0.0004 (87.5%) 0.1144 (90.2688%)  |313.7047 (12.3072%)
3 150.2848 (0.1301%) 0.0015 (0%) 0.6438 (4.2107%) 10.5389 (5961.5%)
4 [55.2010 -3.4872¢-005 0.0801 118.8846

68



Capitulo 5: Resultados y Discusion

5.2.2 MODOS FUERTEMENTE ACOPLADOS

Se sintetizo una FRF para un sistema de 3 grados de libertad con amortiguamiento viscoso con los
valores de masa, amortiguacion y rigidez representados en la Fig. 5.2 y con los respectivos valores
teoricos para la frecuencia natural, razén de amortiguamiento, magnitud y angulo de fase de la constante

modal para cada modo, indicados en la Tabla 5.2.

10000 MNim 10000 Min 10000 MNin 10000 Mim
Il Iz I3
— 0.3kg — 03kg — 0.3kg -
mil mil mil mil
10 Msfmn 1 Msfm 4 Matm 10 Mzfm

Fig.5.2: Sistema de 3 grados de libertad para simular modos fuertemente acoplados.

Frecuencias Naturales Razones de Constantes Modales
(Hz) Amortiguamiento Magnitudes Fases (grados)
o, =22.2587 &1 =0.0622 C,=0.8350 ¢, =357.1565
W, = 41.1247 & =0.0807 C;=1.6712 0, =4.4710
™3 = 53.6050 & =0.0607 C;=10.8436 03 = 355.2357

Tabla 5.2: Valores teéricos de @, &, C'y ¢ para modos fuertemente acoplados.

Para la evaluacion del método de simuld la FRF debido a una fuerza excitadora de tipo transiente en la

masa M1 y la respuesta en la misma masa M1.

Los procedimientos de evaluacion son los siguientes:

1. Se escogi6 un rango de frecuencia delimitado por f.min = 31.8621 Hz y f.max = 66.2109 Hz alrededor

de los 2 modos acoplados y se realizo una estimacion para N=2 y N=3. Se repiti6 este procedimiento
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manteniendo el mismo rango de frecuencia para la FRF con 37.83 dB de nivel sefial-ruido y para la

FRF con 24.067 dB de nivel senal-ruido.

2. Se escogio6 un rango de frecuencia delimitado por f.min = 11.8123 Hz y f.max = 66.2109 Hz alrededor
de los 3 modos presentes en la FRF y se realiz6 una estimacion para N=3 y N=4. Se repitio este
procedimiento manteniendo el mismo rango de frecuencia para la FRF con 37.83 dB de nivel sefial-

ruido y para la FRF con 24.067 dB de nivel sefial-ruido.

Los resultados de las estimaciones para modos fuertemente acoplados son presentados en las
siguientes figuras donde se representan las respectivas FRFs simuladas (en azul), dos lineas
perpendiculares que indican la frecuencia minima y la frecuencia maxima del rango de frecuencia
escogido y la FRF generada (en rojo). Los valores estimados son presentados en una tabla, donde el valor

entre paréntesis indica el porcentaje de error del valor estimado con respecto al valor tedrico.
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Caso BI1-1:

Magnitud (dB)
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Funcion Respuesta de Frecuencia

Frecuencia (Hz)

Frec.min = 31.8621 [Hz]

Frec.max = 66.2109 [Hz] N=2 numl_512-B11.fig
modo o [Hz] 3 C o
2 [42.2049 (2.6266%) 0.0568 (29.6159%)

1.1218 (32.8746%)

334.8746 (7389.9%)

52.3378 (2.3640%)

0.0970 (59.8023%)

1.7602 (108.6534%)

359.6909 (1.8274%)

Caso B1-2:

Magnitud (dB)

Funcion Respuesta de Frecuencia

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Frecuencia (Hz)
N=3 numl 512-B12.fig
modo o [Hz] & C [0
1 [22.2587 (0%) 0.0622 (0%) 0.8350 (0%) 357.1565 (0%)
2 |41.1247 (0%) 0.0807 (0%) 1.6712 (0%) 4.4710 (0%)
3 153.6050 (0%) 0.0607 (0%) 0.8436 (0%) 355.2357 (0%)
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Magnitud (dB)
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Funcién Respuesta de Frecuencia

Frecuencia (Hz)

Frec.min = 31.8621 [Hz]

Frec.max = 66.2109 [Hz] N=2 numl_512-B13.fig
modo o [Hz] & C ¢
2 422105 (2.6403%)  |0.0568 (29.6159%)  |1.1236 (32.7669%)  |335.0054 (7392.9%)

52.3507 (2.3399%)

0.0970 (59.8023%)

1.7594 (108.5586%)

135.6909 (1.8274%)

Caso B1-4:

Magnitud (dB)

-60

Funcién Respuesta de Frecuencia

Frecuencia (Hz)

N=3

numl 512-Bl4.fig

modo

o [Hz]

g

C

¢

31.7831 (42.7896%)

-0.0127 (120.418%)

0.2836 (66.0359%)

349.3741 (2.1790%)

41.3845 (0.6317%)

0.0964 (19.4548%)

2.0641 (23.5101%

358.0187 (7907.6%)

53.3569 (0.4628%)

0.0580 (4.4481%)

0.8467 (0.3675%)

2.9950 (99.1521%)
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Caso B1-5:
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Funcién Respuesta de Frecuencia

Magnitud (dB)

Frecuencia (Hz)

Frec.min = 31.8621 [Hz]

Frec.max = 66.2109 [Hz] N=2 numl_512-B15.fig
modo o [Hz] & C ¢
2 |42.1383 (2.4647%) 0.0637 (21.0657%) 1.2574 (24.7607%) 341.1535 (75304%)
3 [53.3188 (0.5339%) 0.0804 (32.4547%) 1.4164 (67.8995%) 357.1592 (1.1107%)
Caso B1-6:
Funcién Respuesta de Frecuencia
-60

Magnitud (dB)

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Frecuencia (Hz)
N=3 numl 512-B16.fig
modo o [Hz] & C [0
1 |41.5196 (86.5320%) 0.0476 (23.4727%) 0.9236 (10.6108%) 339.812 (4.8563%)
2 153.0129 (28.9077%) 0.0924 (14.4981%) 1.6375 (2.0165%) 336.6476 (7429.6%)
3 [56.5883 (5.5653%) -0.0166 (127.3476%) [0.3371 (60.0403%)

109.6447 (68.9599%)
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Caso B2-1:

Magnitud (dB)

Magnitud (dB)
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Funcién Respuesta de Frecuencia

Funcion Respuesta de Frecuencia

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Frecuencia (Hz)
Frec.min = 11.8123 [Hz] _ )
Frec.max = 66.2109 [Hz] N=3 numl_512-B21.fig
modo o [Hz] & C [0
1 [22.2587 (0%) 0.0622 (0%) 0.8350 (0%) 0357.1565 (0%)
2 [41.1247 (0%) 0.0807 (0%) 1.6712 (0%) 44710 (0%)
3 153.6050 (0%) 0.0607 (0%) 0.8436 (0%) 355.2357 (0%)
Caso B2-2:

30

40

50

Frecuencia (Hz)

60

70 80

N=4

numl_512-B22.fig

modo

o [Hz]

g

C

¢

22.2476 (0.0499%)

0.0630 (1.2862%)

0.0873 (89.5449%)

357.3998 (0.0681%)

41.0990 (0.0625%)

0.0805 (0.2478%)

1.6655 (0.3411%)

5.0377 (12.6750%)

53.6930 (0.1642%)

0.0596 (1.8122%)

0.8301 (1.6003%)

354.1971 (0.2722%)

E R AR )

63.1490

-0.0473

0.0021

106.0889
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Caso B2-3:

Magnitud (dB)

Magnitud (dB)
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Funcion Respuesta de Frecuencia

Frecuencia (Hz)

Frec.min = 11.8123 [Hz]
Frec.max = 66.2109 [Hz]

N=3

numl 512-B23.fig

modo

o [Hz]

&

C

¢

22.2698 (0.0499%)

0.0620 (0.3215%)

0.8347 (0.0359%)

356.9071 (0.0690%)

2 [41.1879 (0.1537%) 0.0821 (1.7348%) 1.7073 (2.1601%) 4.0967 (8.3717%)
3 [53.6145 (0.0177%) 0.0594 (2.1417%) 0.8269 (1.9796%) 356.3863 (0.8919%)
Caso B2-4:
Funcion Respuesta de Frecuencia
-65

Frecuencia (Hz)

N=4 numl 512-B24.fig
modo o [Hz] & C [0
1 ]22.2544 (0.0193%) 0.0622 (0%) 0.8345 (0.0599%) 357.2424 (0.0241%)
2 ]41.1202 (0.0109%) 0.0807 (0%) 1.6704 (0.0479%) 4.6176 (3.2789%)
3 [53.6148 (0.0183%) 0.0604 (0.4942%) 0.8403 (0.3912%) 355.0613 (0.5168%)
4 163.5531 4.2523e-004 0.0028 11.4542
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Caso B2-5:

Magnitud (dB)

Magnitud (dB)

-60

-60
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Funcion Respuesta de Frecuencia

Frecuencia (Hz)

Frec.min = 11.8123 [Hz]

Frec.max = 66.2109 [Hz] N=3 numl_512-B25.fig
modo o [Hz] & C ¢
I |22.3066 (0.2152%)  |0.0639 (2.7331%) _ |0.8562 (2.5389%) _ |357.2745 (0.0330%)
2 |41.2829 (0.3847%)  |0.0904 (12.0198%)  |1.8644 (11.5606%)  |9.7781 (118.7005%)
3 1555402 (3.6101%)  |0.0432 (28.8303%)  ]0.5937 (29.6230%)  |339.3211 (3.9392%)
Caso B2-6:

Funcion Respuesta de Frecuencia

Frecuencia (Hz)

N=4

numl 512-B26.fig

modo

o [Hz]

g

C

¢

22.2638 (0.0229%)

0.0626 (0.6431%)

0.83.95 (0.5389%)

356.6262 (0.1485%)

41.0915 (0.0807%)

0.0809 (0.2478%)

1.6878 (0.9933%)

47941 (7.2266%)

53.4086 (0.3664%)

0.0556 (8.4020%)

0.8027 (4.8483%)

356.8169 (1.0138%)

E R AV )

63.3980

-4.5532e-005

0.0073

311.1914
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5.2.3 DISCUSION RESULTADOS TEORICOS

Modos Cercanamente Espaciados

Se obtienen mejores resultados para la FRF sin ruido y con bajo nivel de ruido si se especifica la
contribucién de otro modo al escoger un rango de frecuencia alrededor de los dos modos cercanamente
espaciados. Como es de esperarse, una perfecta similitud se encuentra en la FRF simulada sin ruido (Caso
A1-2). Incluso, este es capaz de identificar el modo fuera del rango de frecuencias escogido. En presencia
de bajo nivel de ruido (Caso A1-4), el método no es capaz de identificar el modo fuera de rango, pero los
valores estimados para las frecuencias naturales de los modos cercanos son aceptables, no es el mismo
caso para los otros parametros estimados, los cuales presentan considerables errores. En presencia de alto
nivel de ruido (Caso Al-6), no es capaz de identificar claramente los modos cercanos ni tampoco de
identificar el tercer modo fuera de rango. Para este caso, especificando s6lo los modos presentes en el
rango de frecuencia, el método da mejores resultados en identificar los modos cercanos, aunque los
valores estimados para las razones de amortiguamiento, magnitud y fase de las constantes modales tienen
considerables errores.

Escogiendo un rango de frecuencias que contenga los tres modos presentes en la FRF y
especificando el correcto niimero de modos presentes, da resultados exactos para la FRF simulada sin
ruido (Caso A2-1) como es de esperarse, aunque en presencia de bajo nivel (Caso A2-3) y alto nivel de
ruido (Caso A2-5), el método puede identificar la primera y la tercera frecuencia natural pero no es capaz
de reconocer los dos modos cercanos. Ademas, los errores son considerables para la estimacion de las
razones de amortiguamiento, la magnitud y fase de las constantes modales. Al sobre estimar el nimero de
modos, se guia el calculo de modos computacionales con parametros incorrectos (Caso A2-2, A2-4 y A2-
6), aunque el método es capaz de reconocer los modos acoplados incluso para bajo nivel de ruido, pero

con errores considerables para los otros parametros.
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En resumen, para una medicidén experimental de FRF con bajo nivel de ruido que contenga modos
cercanamente espaciados, es preferible escoger un rango de frecuencias alrededor de los modos cercanos,
especificando la contribucion de otros modos presentes en la medicion, aunque la estimacion para los
modos fuera de rango puede ser erronea. Ciertamente, la capacidad de reconocer dos modos cercanos

decrece con el incremento del nivel de ruido.

Modos Fuertemente Acoplados

Escogiendo un rango de frecuencias alrededor de los modos acoplados, indicando la contribucion
de otro modo, se obtienen mejores resultados para la FRF simulada sin ruido y con bajo nivel de ruido. La
estimacion de valores para la FRF simulada sin ruido (Caso B1-2) da resultados exactos, pero la
estimacion de valores de la FRF con bajo nivel de ruido (Caso B1-4), el método no es capaz de identificar
el otro modo. Incluso guia al calculo de modos computacionales con parametros incorrectos. Con alto
nivel de ruido (Caso B1-6), los modos 2 y 3 los identifica como 1 y 2, generando gran cantidad de error.
En este caso, especificando so6lo el nimero de modos presentes en el rango da mejores resultados para las
frecuencias naturales, aunque los otros parametros estimados tienen considerables errores.

Como habria de esperarse, escogiendo una rango de frecuencias que contenga todos los modos y
especificando el correcto niumero de modos presentes da resultados exacto. Inclusive con los valores
estimados para la FRF con bajo nivel (Caso B2-3) y alto nivel de ruido (Caso B2-5) los resultados son
aceptables. Sobre estimando el nimero de modos presentes se guia al calculo de modos computacionales
con parametros incorrectos, pero los valores estimados para la FRF con bajo nivel (Caso B2-4) y alto nivel
de ruido (Caso B2-6) son mejores que especificando el nimero de modos presentes en el rango.

En resumen, para una medicion experimental que contenga un fuerte acoplamiento modal entre

sus modos, es preferible escoger una rango de frecuencia que contenga todos los modos presentes en la
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medicion y sobre estimar el nimero de modos presentes. Sin embargo, esto guiara al calculo de modos
computacionales que deberan ser eliminados, pero los valores estimados seran aceptables.

En presencia de ruido en el caso general, son encontradas algunas dificultades. La ejecucion del
método muestra dependencia si el rango de frecuencia escogido es cambiado. Empiricamente se encontro
que considerando un rango ancho de frecuencias alrededor de los modos a ser estimados, se obtienen
mejores resultados que solo escogiendo un rango estrecho de frecuencias. Esto se debe a que un rango
ancho de frecuencias incluye puntos que pueden proveer mas informacion acerca de los modos fuera de

rango.

5.2  CASO EXPERIMENTAL

Puesto que el método RFP descrito es un método SISO-MDOF so6lo puede procesar una FRF a la
vez. Ademas, la estructura bajo prueba es una estructura continua y homogénea, y asumiendo
teoricamente que los parametros modales son los mismos en cada FRF, se hace innecesario evaluar todas
las mediciones que se obtuvieron experimentalmente. Para demostrar la naturaleza global de la frecuencia
modal y el amortiguamiento modal, en la fig 5.3 se muestra la magnitud de la FRF para las 9 mediciones
realizadas en la viga de aluminio. Se observa un peak en la misma frecuencia en cada medicion, indicando
la naturaleza global de la frecuencia modal. Por otro lado, el ancho del peak modal para cada modo es
aproximadamente igual para cada medicion, lo que nuevamente indica la naturaleza global del
amortiguamiento del modo respectivo.

La forma de decidir que medicion usar es observando la Coherencia de las sefiales y decidir cual
presenta mejor linealidad. Al evaluar la Coherencia de cada una de las mediciones, se encontr6 la mejor
linealidad en la medicion nimero 3, esto es, fuerza excitadora en punto 3 y respuesta de salida en punto 7,.

Esta medicion es representada por H(7,3). La FRF escogida para ser estimada se muestra en la Fig. 5.4
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Fig. 5.3: Magnitud de la FRF para las 9 mediciones realizadas para el analisis modal experimental.
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Fig.5.4: Magnitud dela FRF y Funcién de Coherencia de la medicion H(7,3).

80



Capitulo 5: Resultados y Discusion

con su correspondiente funcion de Coherencia. Esta FRF en su forma de receptancia tiene como
frecuencia maxima 999.023 Hz con 1024 puntos a una resolucion de 0.9756 Hz.

El rango de frecuencia escogido para la evaluacion de la FRF corresponde al rango de linealidad
presentado por la Coherencia. Se puede observar que la linealidad de la Coherencia para bajas frecuencias
es baja. Esto puede ser causado por varios factores como leakage, presencia de nodos o sistema no lineal,
por lo que éste rango de frecuencias bajas no sera considerado en el analisis.

Como la FRF H(7,3) obtenida experimentalmente presenta modos espaciados bien definidos y con
un leve amortiguamiento modal, se establecié de antemano la existencia de 4 modos. El procedimiento de
evaluacion de la medicion experimental fue de acuerdo a los resultados que obtuvimos teéricamente para
el caso de modos fuertemente acoplados, esto es, escoger un rango de frecuencia que contenga todos los
modos presentes en la medicion y sobre-especificar el nimero de modos presentes. Como el método es
muy sensible al cambio del rango de frecuencia, se mantuvo el rango de frecuencias constante y sé sobre-
especifico el nimero de modos del orden de 6 hasta 9. Debido a que asignar mas modos que los presentes
en el intervalo de frecuencias escogido guia al calculo de modos falsos no presentes en el intervalo, como
también de modos computacionales, estos fueron eliminados manualmente de los resultados obtenidos.
Los valores estimados obtenidos son promediados y presentados con la desviacion standard de la media
para cada modo.

Los graficos de las estimaciones para N=6 hasta N=9 y la tabla de los valores estimados obtenidos

se muestran a continuacion:
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Funcion Respuesta de Frecuencia H(7,3)
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Caso N=9:

Funcion Respuesta de Frecuencia H(7,3)

Magnitud (dB)
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Frecuencia (Hz)

1000

La siguiente tabla muestra los valores experimentales para frecuencia natural, razéon de amortiguamiento,

magnitud y angulo de fase de la constante modal, con sus respectivos valores de desviacion standard de la

media.
Frec.min = 126.953 [Hz]
Frec.max = 980.469 [Hz]
modo o [Hz] 13 C ¢ [grados]
1 [1.4117e+2 (1.7455e-2%) |3.3844e-4 (1.0752e-5%) |3.9990e+5 (1.1416e+5%) |3.003 (1.5408%)
2 [3.8566e+2 (6.58e-2%) 7.0027e-4 (6.0331e-5%) |7.9444e+7 (9.2516e+5%) |185.28 (4.1636%)
3 5.9200et2 (4.8555e-1%) |3.6411e-5 (6.6097¢-6%) |8.1538e+5 (8.7142e+4%) |338.759 (7.4746%)
4 17.5683e+2 (7.8938e-2%) |7.6128e-5 (1.1385e-5%) |8.7865e+7 (5.0925e+6%) |348.588 (13.242%)

Tabla 5.3: Valores experimentales de o, &, C'y ¢. Estos valores fueron obtenidos promediando todos los valores

estimados para los casos N=6,7,8 y 9 y con un grado de incertidumbre a través de la desviacion standard de la media.

5.21

DISCUSION RESULTADOS EXPERIMENTALES

Los resultados obtenidos para la curva generada con menos de 6 modos no son adecuados y

presentan errores considerables. Las curvas generadas para la estimacion de 6 a 9 modos son bastante
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exactas y conservan un gran parecido con la original. Al sobre estimar del nimero de modos, el método
identifica modos muy cercanos en los modos verdaderos (los que estan presentes en la medicion),
dificultando su identificacion manual si no es especificada una tolerancia a seguir para la frecuencia
natural.

Las curvas generadas son bastante parecidas a la curva original. Los valores de la desviacion
standard de la media (indica el grado de incertidumbre correspondiente a los valores entre paréntesis en la
Tabla 5.3) para las frecuencias naturales son bastantes pequefios, estos presentan un mayor valor para el
tercer modo, pero este valor es menor que la resolucion ocupada, lo que resulta en una muy buena
estimacion. Para las razones de amortiguamiento de los modos 1,2 y 3, los errores son aceptables pero es
considerable para el modo 4 encontrandose un porcentaje de error de 14.95% (valor de desviacion
standard comparado con el valor promediado). Los valores para las magnitudes de las constantes modales
presentan las mayores discrepancias. Observando los graficos de las estimaciones, se encuentra que la
magnitud de la curva estimada no representa la magnitud de la curva experimental en cada modo. Debido
a que la magnitud de cada modo esta relacionado con la magnitud de la constante modal, era de esperarse
que este parametro contuviera gran cantidad de error. Los valores estimados para las fases de las
constantes modales contienen errores aceptables.

La inconsistencia en los valores obtenidos par las constantes modales se debe a la distorsion que
presenta la FRF, lo que deriva en una incorrecta estimacion. Aunque el método trabaja extremadamente
bien en pruebas con FRF simuladas, las mediciones experimentales de estructuras reales son usualmente
muy diferentes de las FRF analiticas. Existen multiples factores de inexactitud para la FRF experimentales
realizadas. Entre estos se incluyen la seleccion de la funcion ventana durante el procesamiento de sefial.
Como la sefial de respuesta no fue completamente contenida en el intervalo de tiempo sampleado, la
funcion ventana Hanning fue ocupada para minimizar el leakage. Este tipo de ventana no es la indicada
para este tipo de respuesta, con lo que la medicion de la FRF tiene gran cantidad de error, debido al

leakage que distorsiona la informacion y con esto sus parametros modales.
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5.3 CONCLUSIONES

Las mediciones de FRF son siempre realizadas sobre un limitado rango de frecuencias por
excitacion de la estructura con alguna sefial de banda ancha. Las mediciones tipicamente contendran los
efectos residuales de resonancias, los cuales se encuentran fuera del rango de frecuencia de la medicion.
Como solamente se realiza una estimacion con un rango limitado de frecuencias alrededor de los maximos
de los modos, para obtener resultados exactos la forma de compensar los efectos residuales de otras
resonancias es especificando términos adicionales de modos a la medicion. Sin embargo, esto admite
frecuentemente parametros incorrectos cuando la FRF contiene mucho ruido o es sobrestimado el nimero
de modos presentes. Asi, los resultados son dificiles de interpretar debido a que los modos
computacionales son mezclados con los modos verdaderos.

Aunque el método trabaja extremadamente bien en pruebas con FRF simuladas, mediciones de
analisis modal experimental de estructuras reales son muy diferentes de las FRF analiticas. La calidad de
la estimacion de los parametros modales depende de la calidad de la medicion de la FRF. La inexactitud
puede incluir multiples razones, las cuales incluyen los supuestos con que trabaja el método RFP. Dentro
de este punto, el error mas frecuente es asumir la estructura como lineal. Una estructura presenta
comportamiento no lineal cuando su respuesta depende del nivel de excitacion usado. Debido a la falta de
control del nivel de fuerza durante el proceso de medicion, la prueba de impacto es una de las peores
técnicas de excitacion para la medicion de la FRF de estructuras no lineales. Otra fuente de inexactitud de
la FRF son los problemas de medicion, como la precision de los transductores ya sea para la entrada o la
salida, e incluso la posicion del transductor de salida, el cual puede estar muy cerca de un punto de
antiresonancia o punto nodal lo que haria dificil realizar una medicion para ese modo en particular.

La de mayor influencia en la exactitud de la medicion de la FRF es el sistema de adquisicion y
procesamiento de datos o andlisis espectral. Cualquier error de estos procesos provocara dificultades y

errores en el proceso de estimacion de la curva, que se traduce en errores de estimacion de los parametros
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modales. Tal caso se presentd en las mediciones experimentales realizadas. El uso de una inadecuada

funcion ventana (Hanning) para la respuesta de salida, result6é en una medicion de FRF con ruido.

Como conclusion general, se obtuvieron resultados exactos con FRF simuladas sin ruido o en
otras palabras con mediciones "perfectas”. Obviamente, si el método RFP no es capaz de producir
resultados exactos con mediciones perfectas no seria necesario su uso en mediciones de estructuras reales.
En presencia de ruido, el método RFP resulté ser dependiente del rango de frecuencias escogido, pero
empiricamente se obtuvieron mejores resultados al incluir mas puntos. Los resultados obtenidos de la FRF
experimental son aceptables en la estimacion de la frecuencia natural y la razén de amortiguamiento,
aunque no fue el mismo caso en la estimacion de la constante modal, ya que esta fue afectada por el ruido

que presentaba la FRF debido a incorrectos procedimientos en la adquisicion.

El método RFP, desde su primera aparicion en 1982 [26] a cobrado gran popularidad con los afios,
debido a su rapidez y relativa exactitud el cual ha sido implementado en una variedad de productos
comerciales para analisis modal como Heweltt Packard, SMS y Vibrant Technologies Inc. Las
aplicaciones del método RFP para la extraccion de parametros modales incluyen la evaluacion
experimental de cualquier estructura de ingenieria como aviones, automoviles, telescopios, satélites,

puentes, discos duros, recintos acusticos, etc.
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ANEXO A
ABREVIACIONES

ARMA
CE
CEFD
DOF
DSPI
EMA
ERA
ERA-ID
FDPM
FEM
GHS
GRFP
ISSPA
ITD
LSCE
MAC
MCF
MDOF
MIMO
PRCE
PRFD
RFP
SDOF
SFD
SIMO
SISO
SSTD
SVD

-autoregressive moving-average.
-complex exponential.

-complex exponential frequency domain.
-degree-of-freedom.

-direct system parameter identification.
-experimental modal analysis.
-eigensystem realization algorithm.
-eigensystem realization algorithm in the frequency domain.
-frequency domain Prony method.

-finite element method.
-Gaukroger-Heron-Skingle.

-global rational fraction polynomial.
-identification of structural system parameters.
-Ibrahim time domain.

-least-squares complex exponential.
-modal assurance criterium.

-modal confidence factor.

-multi degree-of-freedom.

-multi input multi output.

-polyreference complex exponential.
-polyreference frquency domain.
-rational fraction polynomial.

-single dgree-of-freedom.

-simultaneous frequency domain.

-single input multi output.

-single input single output.
-single-station time domain.

-singular value decomposition.
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CODIGOS FUENTES

CANONICAL.M

function [FRF,w,f,ra,Ci,Oi]=canonical (M,C,K,Wmax,n puntos,resp, inp)

o°

Funcidén que obtiene la FRF (Receptancia) de un sistema lineal de N grados de
libertad con amortiguacidén viscosa.

o\

o\°

% Sintaxis: [FRF,w,f,ra,Ci,Oi]=canonical (M,C,K,Wmax,n puntos, resp, inp)
s M = Matriz de masa.
% C = Matriz de amortiguacidn.
3 K = Matriz de rigidez.
$ Wmax = Frecuencia maxima [rad/seg].
% n_puntos = Numero de puntos de frecuencia.
% resp = Localizacidén de respuesta de salida.
% inp = Localizacidn de excitacidédn de entrada.
% FRF = Funcidén repuesta de frecuencia.
S w = Rango de frecuencias [rad/seg].
% f£f,ra,Ci,0i = frec.nat.,raz.amort.,Mag.const.modal,Fase const.modal de la
% FRE'.
pi = 3.141592654;
dw = Wmax/n puntos; %resolucidén [rad/seq]
[N,c] = size(M);
cero = zeros(N,N); %Smatriz vacia
A = [C,M;M,cero]; S%representacidn espacio-estado
B = [K,cero;cero,-M];
[V,D] = eig(B,-A); % (help eig) D=soluciones propias ;V=vectores propios
lambda = diag (D) ;
[Y,I] = sort(imag(lambda));
polos = lambda(I); %$solucidn caracteristica
psi = V(:,I); Smatriz modal

a = psi.'*A*psi; %modal A

%generaciédn FRF

FRF = 0;
for n = 1:N
w = [dw:dw:Wmax];
Re = psi(1:N,N+n)*psi(1:N,N+n)."'./a(N+n,N+n) ;

H = Re(resp,inp) ./ (j.*w-polos (N+n))+conj (Re(resp,inp)) ./ (J.*w-
conj (polos (N+n)));
$plot (w./ (2*pi),20*real (loglO(H)),'r'),hold on,
FRF = FRF+H;
matrix Re(n,1l) = Re(resp,inp);
end
$plot (w./ (2*pi),20*real (logl0 (FRF)), 'b'),hold off,

Fact Ruido = 0; %cambiar valor para sumar ruido

IRF = ifft (FRF,n puntos);

max_irf = max(abs (IRF));

ruido = Fact Ruido*max irf*randn(size (IRF));

$sprintf ('SNR = %0.5g [dB].',20*10ogl0 (std(IRF) /std(ruido))),
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IRF = IRF + ruido;
FRF fft (IRF,n puntos); SFRF simulada con ruido

polos = polos((length (polos)/2)+1l:end,1); %$polos complejos

frec nat = abs(polos)./(2*pi); Sfrecuencias naturales (Hz)

raz_amort = -real(polos)./abs(polos); %razones de amortiguamiento
Al = -2* (real (matrix Re).*real (polos)+imag(matrix Re).*imag(polos));
Bi = 2*real (matrix Re);
const modal = Ai+j.*abs(polos).*Bi; %constantes modales complejas

Ci = abs(const modal); %magnitudes constantes modales

0i = angle(const modal) .*180/pi; %fases constantes modales (grados)
f =[frec nat]; ra = [raz amort];
RFP.M

function [alpha,Residuos,Polos]=rfp (rec, omega,N)

o oP

o\

Ortogonal.
Richardson & Formenti (IMAC I, pp. 167-181)

o oo

oe

Sintaxis: [alpha,Residuos,Polos]=rfp(rec,omega,N);

o°

o\°

rec Valores de receptancia dentro del rango omega.
omega Rango de frecuencias [rad/seg].
N = Numero de modos.

o\

o

% alpha = FRF generada (receptancia).
[r,c] = size(omega);
if r<c
omega = omega.'; %omega es una columna
end
[r,c] = size(rec);
if r<c
rec = rec.'; %rec es una columna
end

om = max (omega) ;

omega = omega./om; %normaliza el vector {w}
m = 2*N-1; %numero de términos numerador
n = 2*N; %numero de términos denominador

$Funcidén ortogonal que calcula polinomios ortogonales
[phimatrix, coeff A]=ortogonal (rec,omega,l,m);
[thetamatrix, coeff B]=ortogonal (rec,omega,2,n);

[r,c] = size(phimatrix);
Phi = phimatrix(:,1l:c); %Smatriz phi

Funcidén que calcula el Método Fraccidén Racional Polindmica que extrae los
pardmetros modales desde una FRF. Debe utilizarse en conjunto con la funciédn
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[r,c] = size(thetamatrix);

Theta = thetamatrix(:,1l:c); %Smatriz theta
T = sparse(diag(rec))*thetamatrix(:,1l:c-1);
W rec.*thetamatrix(:,c);

X = 2*-real (Phi'*T);
G = 2*real (Phi'*W) ;

d = —-inv(eye (size (X)) -X."*X)*X.'*G;

C = G-X*d; S%coeficientes {C} generados
d2N = 1;

D = [d;d2N]; %coeficientes {D} generados

%generaciédn FRF
for n = 1l:length (omega)

numer = sum(C.'.*Phi(n,:));
denom = sum(D.'.*Theta(n,:));
alpha(n) = numer/denom;

end

A = coeff A*C; %generacidén constantes {A}
c] = size(Ad);
A(r:-1:1).'; %orden de mayor a menor

™ —
=
I~

B = coeff B*D; %generacidén constantes {B}
c] = size(B);
B =B(r:-1:1).";

[

%Residuos y Polos:

[R,P,K] = residue(A,B); % (help residue)
[r,c] = size(R);
for n = 1:(x/2)
Residuos(n,1l) = R(2*n-1);
Polos(n,1l) = P(2*n-1);
end
[r,c] = size (Residuos);
Residuos = Residuos(r:-1:1)*om; %Residuos
Polos = Polos(r:-1:1)*om; %Polos

ORTOGONAL.M

function [P,coeff]=ortogonal (rec,omega,phitheta, kmax)

o\°

Funcidén que calcula los polindmios ortogonales requeridos por el
Método Fraccidén Racional Polindmica.
Este método fue descrito por Forsythe [1957].

o oe

oe

% Sintaxis: [P,coeff]=ortogonal (rec,omega,phitheta, kmax)

% rec = Valores de receptancia dentro del rango omega.

% omega = Rango de frecuencias [rad/seg].

% phitheta = valor 1 6 2, que indica la funcidén ponderacidn g.



o\

kmax

= Grado del polinomio.

% P = Matriz de polindémios ortogonales complejos evaluada en el rango
% omega.
% coeff = Matriz usada para transformar los coef. de los polindmios
% ortogonales a los coef. de los polinomios ordinarios.
if phitheta ==
g = ones(size(omega)); %funcidédn ponderacidn para phi
elseif phitheta ==
q = (abs(rec)).”2; %funcidén ponderacidn para theta
else
error ('phitheta debe ser 1 6 2.")
end
R menosl = zeros(size(omega));
R 0 = 1/sgrt(2*sum(qg)) .*ones (size (omega)) ;
R = [R menosl,R 0]; %polinomios -1 y O.
coeff = zeros (kmax+1, kmax+2) ;
coeff(1,2) = 1/sqgrt(2*sum(q)) ;
%Generacidén matriz polinomios ortogonales y matriz transformacién
for k = 1:kmax,
Vkml = 2*sum(omega.*R(:,k+1).*R(:,k).*q);
Sk = omega.*R(:,k+1)-Vkml*R(:,k);
Dk = sqgrt(2*sum( (Sk."2).*q));
R = [R, (Sk/Dk)1;
coeff(:,k+2) = -Vkml*coeff(:,k);
coeff (2:k+1,k+2) = coeff (2:k+1,k+2)+coeff (1:k,k+1);
coeff (:,k+2) = coeff (:,k+2)/Dk;
end
coeff = coeff(:,2:kmax+2); %$matriz transformacidn
R = R(:,2:kmax+2); Smatriz polinomios ortogonales
for k = 0:kmax,
P(:,k+1) = R(:,k+1)*j*k; Smatriz polinomios ortogonales complejos
Ik (1,k+1) = 3 k;
end
coeff = (jk'*jk).*coeff; %Smatriz transformacidén compleja
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